
Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè

Ëîáàíîâ Àëåêñåé Âèêòîðîâè÷

ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÈÉ È ×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ Â ÇÀÄÀ×ÀÕ
ÌÀÑÊÈÐÎÂÊÈ ÌÀÒÅÐÈÀËÜÍÛÕ ÒÅË ÌÅÒÎÄÎÌ

ÂÎËÍÎÂÎÃÎ ÎÁÒÅÊÀÍÈß

Ñïåöèàëüíîñòü 05.13.18 � Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, ÷èñëåííûå
ìåòîäû è êîìïëåêñû ïðîãðàìì

À Â Ò Î Ð Å Ô Å Ð À Ò
äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè
êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Êîìñîìîëüñê-íà-Àìóðå - 2016

Alex
Штамп



Ðàáîòà âûïîëíåíà â Ôåäåðàëüíîì ãîñóäàðñòâåííîì áþäæåòíîì ó÷ðåæäåíèè
íàóêè �Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè� Äàëüíåâîñòî÷íîãî îòäåëåíèÿ Ðîñ-
ñèéñêîé àêàäåìèè íàóê

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü: äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð Àëåêñååâ Ãåííàäèé Âàëåíòèíîâè÷

Îôèöèàëüíûå îïïîíåíòû: ßðîùóê Èãîðü Îëåãîâè÷,
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê Òèõîîêåàíñêîãî
îêåàíîëîãè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â.È. Èëüè÷åâà
ÄÂÎ ÐÀÍ, ã. Âëàäèâîñòîê, çàâåäóþùèé
ëàáîðàòîðèåé ¾Còàòèñòè÷åñêîé ãèäðîàêóñòèêè¿.

Ïîòÿíèõèí Äìèòðèé Àíäðååâè÷,
êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê Ôåäåðàëüíîãî
ãîñóäàðñòâåííîãî áþäæåòíîãî ó÷ðåæäåíèÿ íàóêè
Èíñòèòóòà ìàøèíîâåäåíèÿ è ìåòàëëóðãèè
ÄÂÎ ÐÀÍ, ã. Êîìñîìîëüñê-íà-Àìóðå.

Âåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ: Ôåäåðàëüíîå ãîñóäàðñòâåííîå áþäæåòíîå
ó÷ðåæäåíèå íàóêè Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè
èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, ã. Íîâîñèáèðñê.

Çàùèòà äèññåðòàöèè ñîñòîèòñÿ 21 àïðåëÿ 2016 ãîäà â 10-00 ÷àñîâ íà çàñåäà-
íèè äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà Ä 999.055.04 ïðè Êîìñîìîëüñêîì-íà-Àìóðå ãî-
ñóäàðñòâåííîì òåõíè÷åñêîì óíèâåðñèòåòå ïî àäðåñó: 681013, ã. Êîìñîìîëüñê-
íà-Àìóðå, ïð. Ëåíèíà, 27, àóä. 201-3.

Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â áèáëèîòåêå ÔÃÁÎÓ ÂÏÎ ¾Êîìñîìîëüñ-
êèé-íà-Àìóðå ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò¿ è íà ñàéòå:
http://sovet.knastu.ru/diss_defense.

Àâòîðåôåðàò ðàçîñëàí ¾ ¿ 2016 ãîäà.

Ó÷åíûé ñåêðåòàðü
äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà,
êàíäèäàò ôèç.-ìàò. íàóê, äîöåíò Ëîøìàíîâ Àíòîí Þðüåâè÷

Alex
Штамп



3

ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû è ñòåïåíü å¼ ðàçðàáîòàííîñòè. Â òå÷åíèå ïî-
ñëåäíèõ íåñêîëüêèõ ëåò íàáëþäàåòñÿ âîçðàñòàþùèé èíòåðåñ â ðàçâèòèè ýô-
ôåêòèâíûõ ìåòîäîâ è ñòðàòåãèé äëÿ äîñòèæåíèÿ íåâèäèìîñòè îáúåêòîâ ê
âîëíàì ðàçëè÷íîé ïðèðîäû (ýëåêòðîìàãíèòíûì, àêóñòè÷åñêèì è ò.ä.). Êðî-
ìå ñëîæíåéøèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ è ôèçè÷åñêèõ àñïåêòîâ ñîçäàíèÿ îñíîâ òåî-
ðèè, òàêîé èíòåðåñ ìîòèâèðóåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî âàæíûìè òåõíîëîãè÷åñêèìè
ïðèëîæåíèÿìè ê øèðîêîìó ìíîæåñòâó ïðîáëåì îò ìàñêèðîâêè îáúåêòîâ ñïå-
öèàëüíîãî íàçíà÷åíèÿ äî ìåäèöèíñêîé äèàãíîñòèêè.

Ðàçðàáîòàííûå ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ìåòîäû è ñòðàòåãèè ìàñêèðîâêè
ïðèíÿòî ðàçáèâàòü íà äâà îñíîâíûõ êëàññà: êëàññû ïàññèâíûõ è àêòèâíûõ
ñòðàòåãèé. Êëàññ àêòèâíûõ ñòðàòåãèé îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè äëÿ ïîäàâ-
ëåíèÿ ðàññåÿíèÿ ìàñêèðóåìîãî îáúåêòà àêòèâíûõ èñòî÷íèêîâ ñïîñîáîì, êî-
òîðûé íàïîìèíàåò ðàçðàáîòàííûé â 70-å ãîäû ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ ìåòîä ïî-
äàâëåíèÿ øóìà. Îí áåðåò ñâîå íà÷àëî îò ìåòîäà àêòèâíîãî ãàøåíèÿ çâóêîâûõ
ïîëåé, âïåðâûå ïðåäëîæåííîãî ðîññèéñêèì ó÷åíûì Ã.Ä. Ìàëþæèíöåì â 60-õ
ãîäàõ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ è äàëåå èíòåíñèâíî ðàçâèâàåìîãî êàê çà ðóáåæîì,
òàê è ó íàñ â ñòðàíå. Îáçîð èññëåäîâàíèé â ýòîé îáëàñòè, ïîëó÷èâøåé çà
ðóáåæîì íàçâàíèå �noise reduction� (øóìîïîäàâëåíèå), âûïîëíåííûõ äî 2006
ã., ìîæíî íàéòè â êíèãå Ã.Â. Àëåêñååâà (2006). Âîïðîñàì îáîñíîâàíèÿ è ïðè-
ìåíåíèÿ àêòèâíûõ ìåòîäîâ äëÿ ìàñêèðîâêè ìàòåðèàëüíûõ òåë ïîñâÿùåíû
ðàáîòû çàðóáåæíûõ àâòîðîâ D. A. Miller (2006) è F. G. Vasquez (2009).

Ñàìûì èçâåñòíûì è õîðîøî èçó÷åííûì ñðåäè ïàññèâíûõ ìåòîäîâ ìàñ-
êèðîâêè ÿâëÿåòñÿ, ïî-âèäèìîìó, ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ìåòîäå îïòè÷åñêèõ
ïðåîáðàçîâàíèé (ÌÎÏ). Â ôèçè÷åñêîì ïëàíå ìåòîä ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè
âîêðóã ìàñêèðóåìîãî òåëà òàêîé ïðîñòðàíñòâåííîé ñòðóêòóðû â âèäå îáúåì-
íîé îáîëî÷êè, êîòîðàÿ �çàñòàâëÿåò� ïàäàþùèå íà ìàñêèðóåìûé îáúåêò âîë-
íû îãèáàòü òåëî è äàëåå ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ áåç ïðîíèêíîâåíèÿ â îáúåêò è áåç
ðàññåÿíèÿ. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îñíîâàòåëÿìè ýòîãî ìåòîäà ÿâëÿþòñÿ çàðóáåæíûå
èññëåäîâàòåëè J.B. Pendry, D. Schurig, D.R. Smith è U. Leonhardt, îïóáëè-
êîâàâøèå â 2006 ã. â îäíîì è òîì æå íîìåðå æóðíàëà �Science� äâå ñòàòüè.
Îäíàêî èäåÿ ïîêðûòèÿ ìàòåðèàëüíûõ òåë ñ öåëüþ èõ ìàñêèðîâêè óæå áûëà
ñôîðìóëèðîâàíà â 1961 ã. â ñòàòüå ðîññèéñêîãî ôèçèêà Ë.Ñ. Äîëèíà.

Ïàññèâíûé ìåòîä ìàñêèðîâêè, êîòîðûé â 2007 óäàëîñü ðàñïðîñòðàíèòü íà
àêóñòè÷åñêèå è äðóãèå âîëíû, îêàçàëñÿ âåñüìà ïëîäîòâîðíûì è ïîïóëÿðíûì
ñðåäè çàðóáåæíûõ èññëåäîâàòåëåé. Íóæíî îäíàêî îòìåòèòü, ÷òî ýòîò ñàìûé
ïîïóëÿðíûé ìåòîä îáëàäàåò ðÿäîì íåäîñòàòêîâ.
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Îñíîâíûì åãî íåäîñòàòêîì ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîñòü òåõíè÷åñêîé ðåàëèçàöèè
ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé, êîòîðûå îïèñûâàþò ìàòåðèàëû, íå ñóùåñòâóþùèå â
ïðèðîäå, íàçûâàåìûå ìåòàìàòåðèàëàìè, è êîòîðûå ïîêà íåëüçÿ ñîçäàòü íà
óðîâíå òåõíîëîãè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ ñîâðåìåííîãî îáùåñòâà. Áîëåå äåòàëüíî
ïîçíàêîìèòüñÿ ñ ïðîáëåìàìè, âîçíèêàþùèìè ïðè ñîçäàíèè ìåòàìàòåðèàëîâ,
ñëóæàùèõ äëÿ ñîçäàíèÿ ìàñêèðîâî÷íûõ óñòðîéñòâ, ìîæíî ïî ìàòåðèàëàì
ñòàòüè À.Í. Ëàãàðüêîâà è Ì.À. Ïîãîñÿíà (Âåñòíèê Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íà-
óê, 2003) è äîêëàäà �Ìåòàìàòåðèàëû â ýëåêòðîìàãíåòèçìå, îïòèêå è àêóñòè-
êå�, ñäåëàííîãî àêàäåìèêîì À.Í. Ëàãàðüêîâûì íà 11-îì Âñåðîññèéñêîì ñúåç-
äå ïî ôóíäàìåíòàëüíûì ïðîáëåìàì òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè,
ñîñòîÿâøåìñÿ â àâãóñòå 2015 ã. â ã. Êàçàíè.

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ïðåîäîëåíèÿ òðóäíîñòåé òåõíè÷åñêîé ðå-
àëèçàöèè. Îäèí èç ñïîñîáîâ ñîñòîèò â çàìåíå ïîëó÷åííûõ ðàíåå òî÷íûõ ðå-
øåíèé çàäà÷è ìàñêèðîâêè, îïèñûâàþùèõ ñèíãóëÿðíûå àíèçîòðîïíûå ïàðà-
ìåòðû ìàñêèðîâî÷íîé îáîëî÷êè, íåêîòîðûìè ïðèáëèæåííûìè ðåøåíèÿìè,
îïèñûâàþùèìè íåñèíãóëÿðíûå ïàðàìåòðû, è ïîñòðîåíèè ìàñêèðîâî÷íûõ óñò-
ðîéñòâ èìåííî íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ ïðèáëèæåíèé. Äàííûé ïîäõîä
ðàçâèâàëñÿ, íà÷èíàÿ ñ 2006 ã., â ðàáîòàõ H. Chen, B. Zang, J. Hong, Z. Ruan,
M. Yan, B. Popa, S.A. Cummer, M. Qiu, A. Alu, S. Guenneau, A. Greenleaf, Y.
Kurylev, M. Lassas, G. Uhlmann, R. Kohn, O. Onofrei, J. Li, H.Y. Liu, H. Sun,
H. Nguen, M.S. Vogelius, H. Ammari, Þ.È. Áîáðîâíèöêîãî, Ã.Â. Àëåêñååâà è
äðóãèõ çàðóáåæíûõ è îòå÷åñòâåííûõ èññëåäîâàòåëåé. Áîëåå ïîäðîáíî îá ýòîì
ìîæíî ïðî÷èòàòü â îáçîðíîé ñòàòüå À.Å. Äóáèíîâà è Ë.À. Ìûòàðåâîé (2010).

Åùå îäèí ïîäõîä ê ïðåîäîëåíèþ òðóäíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ ïðàêòè÷åñêîé
ðåàëèçàöèåé, ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè àëüòåðíàòèâíîãî ñïîñîáà ìàñêèðîâêè
ìàòåðèàëüíûõ îáúåêòîâ, îñíîâàííîãî íà ïîêðûòèè èõ ñïåöèàëüíûìè ìàòå-
ðèàëàìè. Ìàòåìàòè÷åñêè âíåñåíèå òàêîãî ïîêðûòèÿ ìîäåëèðóåòñÿ ââåäåíèåì
òàê íàçûâàåìîãî èìïåäàíñíîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà ãðàíèöå ìàñêèðóåìîãî
òåëà. Â ñëó÷àå, êîãäà îáúåêò èìååò íåèçìåííóþ ôîðìó, çàäà÷à åãî ìàñêèðîâêè
ñâîäèòñÿ ê âûáîðó ïîâåðõíîñòíîãî èìïåäàíñà, èñõîäÿ, íàïðèìåð, èç óñëîâèÿ
ìèíèìóìà ðàññåÿííîãî ïîëÿ. Ýòîò ïîäõîä ðàçâèâàåòñÿ, â îñíîâíîì, â òðóäàõ
Þ.È. Áîáðîâíèöêîãî è Ã.Â. Àëåêñååâà ñ ó÷åíèêàìè.

×òîáû óïðîñòèòü ïðîáëåìó òåõíè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ
ñ ïîìîùüþ ÌÎÏà, â äèññåðòàöèè ïðåäëàãàåòñÿ çàìåíèòü îáðàòíóþ çàäà÷ó ïî-
ñòðîåíèÿ òî÷íîé ìàñêèðîâî÷íîé îáîëî÷êè ïðèáëèæåííîé çàäà÷åé ïîñòðîåíèÿ
ñëàáî ðàññåèâàþùåé îáîëî÷êè. Ïàðàìåòðû ñðåäû, çàïîëíÿþùåé îáîëî÷êó,
äîëæíû èçìåíÿòüñÿ â íåêîòîðîì êëàññå ôóíêöèé, äîïóñêàþùèõ îòíîñèòåëü-
íî ïðîñòóþ òåõíè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ. Äàëåå îñòàåòñÿ âûáðàòü ýòè ïàðàìåòðû
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èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà. Àíàëîãè÷íàÿ èäåÿ
èñïîëüçóåòñÿ è ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷ ìàñêèðîâêè ìàòåðèàëüíûõ òåë çà
ñ÷åò âûáîðà èìïåäàíñíîãî ïîêðûòèÿ. Èìåííî ýòà èäåÿ ìèíèìèçàöèè ëåæèò
â îñíîâå ðàçðàáîòàííîãî â äèññåðòàöèè îïòèìèçàöèîííîãî ìåòîäà èññëåäî-
âàíèÿ çàäà÷ ìàñêèðîâêè ìàòåðèàëüíûõ òåë. Ïðè ðàçðàáîòêå ýôôåêòèâíûõ
÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàñêèðîâêè èñïîëüçóþòñÿ âûñîêîòî÷-
íûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ïëîõî
îáóñëîâëåííûìè ìàòðèöàìè, îñíîâàííûå íà ìåòîäå ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæå-
íèÿ ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ. Îá ýòîì ìåòîäå ìîæíî ïðî÷èòàòü, íàïðèìåð,
â êíèãå Ñ.È. Êàáàíèõèíà (2008).
Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ òåîðåòè÷åñêèé è ÷èñëåííûé àíà-

ëèç çàäà÷ ìàñêèðîâêè ìàòåðèàëüíûõ òåë íà îñíîâå ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè è
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ ìîäåëåé ðàññåÿíèÿ âîëí.
Çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ. Çàäà÷àìè èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ:
� ðàçðàáîòàòü ñõåìó èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ ìàñêèðîâêè òåë, îñíîâàííóþ íà

îïòèìèçàöèîííîì ìåòîäå ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷;
� äîêàçàòü ðàçðåøèìîñòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ è äâóõïàðàìåòðè÷åñêèõ

ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ ìàñêèðîâêè, ïîñòðîèòü è ïðîàíàëèçèðîâàòü ñèñòåìû
îïòèìàëüíîñòè, îïèñûâàþùèå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà;

� óñòàíîâèòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà èñõîäíûå äàííûå, îáåñïå÷èâàþùèå
ëîêàëüíóþ åäèíñòâåííîñòü è óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé çàäà÷ ìàñêèðîâêè;

� ðàçðàáîòàòü è èññëåäîâàòü âûñîêîòî÷íûå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ
äâóìåðíûõ çàäà÷ ìàñêèðîâêè, îñóùåñòâèòü èõ ïðîãðàììíóþ ðåàëèçàöèþ â
âèäå êîìïëåêñà ïðîãðàìì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ çàäà÷ ìàñêèðîâêè;

� íà îñíîâå ðàçðàáîòàííîãî êîìïëåêñà ïðîãðàìì âûïîëíèòü âû÷èñëèòåëü-
íûå ýêñïåðèìåíòû ïî ðåøåíèþ êîíêðåòíûõ çàäà÷ ìàñêèðîâêè äâóìåðíûõ
îáúåêòîâ è îñóùåñòâèòü ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèèîííîé ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ôóí-

äàìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû è ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ìåòîäû ÷èñëåí-
íîãî àíàëèçà, ìåòîäû òåîðèè íåêîððåêòíûõ è îáðàòíûõ çàäà÷, îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ è ñîïðÿæåííûõ óðàâíåíèé, ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðî-
âàíèÿ è âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà.
Äîñòîâåðíîñòü è îáîñíîâàííîñòü ðåçóëüòàòîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðèìå-

íåíèåì ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ è âåðèôèêàöèåé ïîñòðîåííûõ
àëãîðèòìîâ íà çàäà÷àõ ñ èçâåñòíûìè ðåøåíèÿìè.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó. Îñíîâíûå

ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, îíè îáîáùàþò è äîïîëíÿþò ðåçóëüòàòû
îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ èññëåäîâàíèé è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:
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1. Ðàçðàáîòàí ìåòîä èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ ìàñêèðîâêè, îñíîâàííûé íà îïòè-
ìèçàöèîííîì ìåòîäå ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà;

2. Äîêàçàíû òåîðåìû î êîððåêòíîñòíîé ðàçðåøèìîñòè îäíîïàðàìåòðè÷å-
ñêèõ è äâóõïàðàìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ ìàñêèðîâêè ìàòåðèàëüíûõ òåë;

3. Ïîëó÷åíû ñèñòåìû îïòèìàëüíîñòè äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷, äîêàçà-
íû òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé çàäà÷ äâóìåðíîé ìàñ-
êèðîâêè;

4. Ðàçðàáîòàíû è èññëåäîâàíû ÷èñëåííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ
çàäà÷ ìàñêèðîâêè ìàòåðèàëüíûõ òåë íà îñíîâå âîëíîâîãî îáòåêàíèÿ;

5. Ðàçðàáîòàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ÷èñëåííîãî ðå-
øåíèÿ äâóìåðíûõ çàäà÷ ìàñêèðîâêè, îñóùåñòâëÿþùèé ïðîãðàììíóþ ðåàëè-
çàöèþ ðàçðàáîòàííûõ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ;

6. Íà îñíîâå âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòü ïî-
ëó÷åííûõ ðåøåíèé îò îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ â ðàññìàòðèâàåìóþ
çàäà÷ó è îñóùåñòâëåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.
Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷è-

ìîñòü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ñîñòîèò â ðàçâèòèè îïòèìèçàöèîííîãî ìåòî-
äà èññëåäîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ â ðàáîòå çàäà÷ ìàñêèðîâêè ìàòåðèàëüíûõ
òåë, à òàêæå â ðàçðàáîòêå è îáîñíîâàíèè ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ
äâóìåðíûõ çàäà÷ ìàñêèðîâêè, îñíîâàííûõ íà èñïîëüçîâàíèè âûñîêîòî÷íûõ
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè. Ðàçðàáîòàííûå â äèññåðòàöèè
àëãîðèòìû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ðåøåíèè êàê çàäà÷ ìàñêèðîâêè, òàê è
áëèçêèõ îáðàòíûõ çàäà÷ àêóñòè÷åñêîãî è ýëåêòðîìàãíèòíîãî ðàññåÿíèÿ.
Îáëàñòü èññëåäîâàíèÿ. Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè ñîîòâåòñòâóåò ïàñïîð-

òó ñïåöèàëüíîñòè 05.13.18 �Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, ÷èñëåííûå ìåòî-
äû è êîìïëåêñû ïðîãðàìì� ïî ñëåäóþùèì îáëàñòÿì èññëåäîâàíèé: ï. 1. Ðàç-
ðàáîòêà íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ìîäåëèðîâàíèÿ îáúåêòîâ è ÿâëåíèé;
ï. 2. Ðàçâèòèå êà÷åñòâåííûõ è ïðèáëèæåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëå-
äîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé; ï. 3. Ðàçðàáîòêà, îáîñíîâàíèå è òåñòèðî-
âàíèå ýôôåêòèâíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ ñ ïðèìåíåíèåì ñîâðåìåííûõ
êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé; ï. 5. Êîìïëåêñíûå èññëåäîâàíèÿ íàó÷íûõ è òåõ-
íè÷åñêèõ ïðîáëåì ñ ïðèìåíåíèåì ñîâðåìåííîé òåõíîëîãèè ìàòåìàòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà.
Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ è ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè

äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ Èíñòèòóòà ïðè-
êëàäíîé ìàòåìàòèêè ÄÂÎ ÐÀÍ è íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ:
Äàëüíåâîñòî÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîëàõ-ñåìèíàðàõ èìåíè àêàä. Å.Â. Çî-
ëîòîâà (Âëàäèâîñòîê (2012, 2013, 2014)); íà 11-îé ìåæäóíàðîäíîé êîíôå-
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ðåíöèè �Numerical analysis and applied mathematics� (Ãðåöèÿ, Ðîäîñ, 2013);
íà 5-îé è 6-îé Âñåðîññèéñêèõ íàó÷íî-òåõíè÷åñêèõ êîíôåðåíöèÿõ �Òåõíè÷å-
ñêèå ïðîáëåìû îñâîåíèÿ Ìèðîâîãî îêåàíà (ÒÏÎÌÎ-5)� (Âëàäèâîñòîê, 2013,
2015); íà 7-îé Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Inverse Problems: Modelling and
Simulation� (Òóðöèÿ, Ôåòõèå, 2014); íà Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè �Íîâûå
ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè â ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä: ïîñòðîåíèå è èçó÷åíèå�,
ïðèóðî÷åííîé ê 95-ëåòèþ àêàäåìèêà Ë.Â. Îâñÿííèêîâà (Íîâîñèáèðñê, 2014);
íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Óñïåõè ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä�, ïðèóðî-
÷åííîé ê 75-ëåòèþ àêàäåìèêà Â.À. Ëåâèíà (Âëàäèâîñòîê, 2014); íà ñåìèíà-
ðå Èíñòèòóòà ìàøèíîâåäåíèÿ è ìåòàëëóðãèè Äàëüíåâîñòî÷íîãî îòäåëåíèÿ
Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê ïîä ðóêîâîäñòâîì ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ Áóðåíèíà À.À.
(Êîìñîìîëüñê-íà-Àìóðå, 2015).
Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû, ñîñòàâëÿþùèå îñ-

íîâíîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè, ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî. Âî âñåõ
ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ àâòîð ó÷àñòâîâàë â ôîðìóëèðîâêàõ çàäà÷, ñàìîñòîÿòåëü-
íî îñóùåñòâëÿë òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ ìàñêè-
ðîâêè, ðàçðàáàòûâàë ÷èñëåííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàñêèðîâêè, ðå-
àëèçîâàë ðàçðàáîòàííûå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû â âèäå êîìïëåêñà ïðîãðàìì,
âûïîëíÿë ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû è ïðîâîäèë èõ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ îïóáëèêîâàíû â 20 ðàáîòàõ,
èç íèõ 2 ([1], [2]) � â âåäóùèõ ðåöåíçèðóåìûõ æóðíàëàõ, âêëþ÷åííûõ â ïåðå-
÷åíü ÂÀÊ; 6 èç îïóáëèêîâàííûõ íàó÷íûõ ñòàòåé èíäåêñèðîâàíû â ìåæäóíà-
ðîäíîé áàçå íàó÷íîãî öèòèðîâàíèÿ Scopus [3�8]; ïîëó÷åíî îäíî ñâèäåòåëüñòâî
î ðåãèñòðàöèè ïðîãðàììû äëÿ ÝÂÌ [9]; 11 ðàáîò â ìàòåðèàëàõ è òðóäàõ êîí-
ôåðåíöèé [10�20].
Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ

ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû. Îáùèé îáúåì äèññåðòà-
öèè ñîñòàâëÿåò 136 ñòð, âêëþ÷àÿ 31 ðèñóíîê è 30 òàáëèö. Ñïèñîê öèòèðóåìîé
ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 160 íàèìåíîâàíèé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ � 13-01-
00313-a, ïðåêòà � 12-1-Ï17-03 ÄÂÎ ÐÀÍ, òåìàòèêà êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóåò
Ïðîãðàììå 17 ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ, ãðàíòà Ìè-
íèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ (êîíòðàêò 14.Y26.31.0003) è ãðàíòà ÐÍÔ
� 14-11-00079.

ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè äàíà îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, ñôîð-
ìóëèðîâàíà å¼ öåëü è íàó÷íûå çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ, îáîñíîâàíà àêòóàëü-
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íîñòü, ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó, à òàêæå îïðå-
äåëåíà íàó÷íàÿ íîâèçíà, òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû.
Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà òåîðåòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ ìîäåëüíîé çàäà-

÷è ìàñêèðîâêè äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà, ðàññìàòðèâàåìîãî â îãðàíè÷åí-
íîé îáëàñòè Ω ïðè îäíîðîäíîì óñëîâèè Äèðèõëå íà îäíîé ÷àñòè ΓD ãðàíèöû
Γ è èìïåäàíñíîì ãðàíè÷íîì óñëîâèè íà äðóãîé (ïîêðûòîé) ÷àñòè ΓI ãðàíèöû
Γ îáëàñòè. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

4u+ k2u = 0 â Ω, u = 0 íà ΓD, ∂u/∂ν + ikλu = g íà ΓI . (1)

Çäåñü ïðàâàÿ ÷àñòü g è èìïåäàíñ λ � çàäàííûå ôóíêöèè íà ΓI .
Â ðàçäåëå 1.2 ââåäåíû îñíîâíûå èñïîëüçóåìûå â ýòîé ãëàâå ôóíêöèî-

íàëüíûå ïðîñòðàíñòâà è, â ÷àñòíîñòè, ïðîñòðàíñòâàX = H1(Ω) èH1(∆,Ω) =
{v ∈ H1(Ω) : ∆v ∈ L2(Ω)}, è ïðèâåäåíà ñëàáàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è (1). Îíà
ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ôóíêöèè u ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùåé òîæäåñòâó

aλ(u, v) = 〈f, v〉 ∀v ∈ X, 〈f, v〉 ≡ (g, v)ΓI . (2)

Çäåñü aλ : X ×X → C � ïîëóòîðàëèíåéíàÿ ôîðìà, îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé

aλ(u, v) = a0(u, v) + ik

∫
ΓI

λu · vdσ, a0(u, v) =

∫
Ω

(∇u · ∇v − k2u · v)dx.

Ââîäèòñÿ îïåðàòîð Aλ : X → X∗ ôîðìóëîé 〈Aλu, v〉 = aλ(u, v) ∀u ∈ X,
v ∈ X, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî çàäà÷à (2) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå Aλu = f, f ∈ X∗.
Äàåòñÿ ïîíÿòèå ñëàáîãî ðåøåíèÿ, äîêàçàíî åãî ñóùåñòâîâàíèå è âûâîäÿòñÿ
îöåíêè ñëàáîãî ðåøåíèÿ ÷åðåç èñõîäíûå äàííûå. Äîêàçàíà òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü λ ∈ L∞λ0(ΓI), λ0 > 0. Òîãäà: (1) îïåðàòîð Aλ : X → X∗

� èçîìîðôèçì; (2) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g ∈ L2(ΓI) çàäà÷à (2) èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå u ∈ X, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖u‖X ≤ Cλ‖g‖ΓI ,
ãäå êîíñòàíòà Cλ çàâèñèò îò Ω, k2 è λ.
Â ðàçäåëå 1.3 ââîäÿòñÿ äâà ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà

I1(u) =

∫
Q

|u− ud|2dx, I2(u) =

∫
Γr

|u− ud|2dσ,

ãäå ud � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ. Îíè èñïîëüçóþòñÿ ïðè îïòèìèçàöèîííîì ìåòî-
äå ðåøåíèÿ çàäà÷è ìàñêèðîâêè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ðàññåÿíèÿ. Äà-
ëåå ôîðìóëèðóåòñÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à, â êîòîðîé ðîëü óïðàâëåíèÿ èãðàåò
ãðàíè÷íûé èìïåäàíñ. Ìàòåìàòè÷åñêè îíà ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

J(u, λ) =
α0

2
I(u) +

α1

2
‖λ‖2

s,ΓI
→ inf, G(u, λ, g) = 0, (u, λ) ∈ X ×K. (3)
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Çäåñü G : X ×K × L2(ΓI) → X∗ � îïåðàòîð ïðÿìîé çàäà÷è, îïðåäåëÿåìûé
ôîðìóëîé 〈G(u, λ, g), v〉 = a0(u, v) + ik(λu, v)ΓI − 〈f, v〉, I(u) = I1(u) ëèáî
I(u) = I2(u). Äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü α1 ≥ 0, K ⊂ Hs(ΓI), s > 1/2 � íåïóñòîå âûïóêëîå

çàìêíóòîå ìíîæåñòâî è ïóñòü α1 ≥ 0, à ìíîæåñòâî K îãðàíè÷åííî, ëèáî
α1 > 0. Òîãäà çàäà÷à (3) èìååò ðåøåíèå (u, λ) ∈ X ×K ïðè I = Il, l = 1, 2.
Â ðàçäåëå 1.4 âûâîäèòñÿ ñèñòåìà îïòèìàëüíîñòè, îïèñûâàþùàÿ íåîáõî-

äèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â çàäà÷å óïðàâëåíèÿ. Îíà ñîñòîèò èç òðåõ ÷àñòåé:
ñëàáîé ôîðìóëèðîâêè (2) ïðÿìîé çàäà÷è, ñîïðÿæåííîé çàäà÷è

a0(v, p) + ik(λ̂v, p)ΓI = −(α0/2)〈I ′u(û), v〉 ∀v ∈ X

äëÿ ñîïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ (ìíîæèòåëÿ Ëàãðàíæà p ∈ X) è âàðèàöèîííîãî
íåðàâåíñòâà äëÿ íàõîæäåíèÿ èñêîìîãî óïðàâëåíèÿ λ̂, èìåþùåãî âèä

α1(λ̂, λ− λ̂)s,ΓI + kRe[i((λ− λ̂)û, p)ΓI ] ≥ 0 ∀λ ∈ K.

Â ðàçäåëå 1.5 íà îñíîâå àíàëèçà ñâîéñòâ ñèñòåìû îïòèìàëüíîñòè èññëå-
äóþòñÿ âîïðîñû åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé.
Âî âòîðîé ãëàâå ôîðìóëèðóåòñÿ ïðÿìàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ äâóìåð-

íîé ìîäåëè ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â íåîãðàíè÷åííîé îäíîðîäíîé
ñðåäå Ωc, ñîäåðæàùåé àíèçîòðîïíîå ïðîíèöàåìîå ïðåïÿòñòâèå Ω ñ ïîêðûòîé
â öåëÿõ ìàñêèðîâêè ãðàíèöåé Γ. Óêàçàííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ
ôóíêöèé v â Ω è u = uinc + us â Ωc, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì

∆v + k2δ(x)v = 0 â Ω, 4u+ k2u = 0 â Ωc = R2 \ Ω, (4)

ñìåøàííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöå Γ, èìåþùèì âèä

v − u = 0 íà Γ,
∂v

∂n
− ∂u

∂n
= iη(x)u íà Γ (5)

è óñëîâèþ èçëó÷åíèÿ Çîììåðôåëüäà â R2. Çäåñü ôóíêöèè δ(x) è η(x) èìåþò
ñìûñë èíäåêñà ðåôðàêöèè è ïîâåðõíîñòíîé ïðîâîäèìîñòè ãðàíèöû.
Â ðàçäåëå 2.2 è 2.3 ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà è

ïðèâîäèòñÿ ñëàáàÿ ôîðìóëèðîâêà ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ. Ïðåä-
âàðèòåëüíî èñõîäíàÿ çàäà÷à ðàññåÿíèÿ ñâîäèòñÿ ê ýêâèâàëåíòíîé êðàåâîé
çàäà÷å â êðóãå äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàäèóñà, íà ãðàíèöå êîòîðîãî ñòàâèò-
ñÿ íåëîêàëüíîå êðàåâîå óñëîâèå ∂us/∂n = Tus íà ΓR, ñîäåðæàùåå îïå-
ðàòîð Äèðèõëå-Íåéìàíà T . Äàåòñÿ ïîíÿòèå ñëàáîãî ðåøåíèÿ êàê ôóíêöèè
U ∈ X = H1(BR), ðàâíîé v(x) â Ω è u(x) â Ωe, óäîâëåòâîðÿþùåé òîæäåñòâó

aη(U,Φ) ≡ a0(U,Φ)− aη(U,Φ) = 〈f,Φ〉 ∀Φ ∈ X. (6)
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Çäåñü a0, aη è f � ïîëóòîðàëèíåéíûå è àíòèëèíåéíàÿ ôîðìû, ãäå

a0(U,Φ) :=

∫
Ω

(∇U ·∇Φ−k2δUΦ)dx+

∫
Ωe

(
∇U · ∇Φ−k2ΦU

)
dx−

∫
ΓR

TUΦdσ,

aη(U,Φ) = i(ηU,Φ)ΓI ≡ i

∫
Γ

ηUΦdσ, 〈f,Φ〉 = −
∫

ΓR

TuincΦdσ +

∫
ΓR

∂uinc

∂n
Φdσ.

Äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáîãî ðåøåíèÿ.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i), K ⊂ L∞η0(Γ) � íåïó-

ñòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, ãäå η0 > 0. Ïóñòü η ∈ K � ïðîèçâîëüíûé
ýëåìåíò. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïàäàþùåãî ïîëÿ uinc ∈ Hinc çàäà÷à (6) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå Uη ∈ X, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå ‖Uη‖X ≤
C0‖uinc‖1,Ωe, ãäå êîíñòàíòà C0 çàâèñèò îò Ω, k, R, δ, íî íå çàâèñèò îò η.
Â ðàçäåëå 2.4 ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à, ê êîòî-

ðîé ñâîäèòñÿ çàäà÷à ìàñêèðîâêè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ðàññåÿíèÿ:

J(U, η) =
α0

2
I(U) +

α1

2
‖η‖2

s,Γ → inf, G(U, η, uinc) = 0, (U, η) ∈ X ×K. (7)

Äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ åå ðåøåíèÿ.
Òåîðåìà 4. Ïóñòü α1 ≥ 0 è K ⊂ Hs

η0
(Γ), s > 1/2 � íåïóñòîå âûïóêëîå

çàìêíóòîå ìíîæåñòâî è ïóñòü α1 ≥ 0, à ìíîæåñòâî K îãðàíè÷åíî, ëèáî
α1 > 0. Òîãäà çàäà÷à (7) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå (U, η) ∈ X×K
ïðè I = Il, l = 1, 2.

Äàëåå äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ìíîæèòåëÿ Ëàãðàíæà äëÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ, íà îñíîâå êîòîðîé âûâîäèòñÿ ñèñòåìà îï-
òèìàëüíîñòè. Îíà ñîñòîèò èç òðåõ ÷àñòåé: ñëàáîé ôîðìóëèðîâêè (6) ïðÿìîé
çàäà÷è, ñîïðÿæåííîé çàäà÷è äëÿ ñîïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ

a0(Ψ, P )− i(η̂Ψ, P )Γ = −α0(Ψ, Û − ud)Q ∀Ψ ∈ X

è âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà äëÿ íàõîæäåíèÿ èñêîìîãî óïðàâëåíèÿ

α1(η̂, η − η̂)s,Γ − Re[i((η − η̂)Û , P )Γ] ≥ 0 ∀η ∈ K.

Â ðàçäåëå 2.5 óñòàíàâëèâàþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà èñõîäíûå äàí-
íûå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå åäèíñòâåííîñòü è
óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé êîíêðåòíûõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ.
Â òðåòüåé ãëàâå ôîðìóëèðóåòñÿ ïðÿìàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ òðåõìåð-

íîé ìîäåëè ðàññåÿíèÿ àêóñòè÷åñêèõ âîëí â íåîãðàíè÷åííîé îäíîðîäíîé ñðå-
äå, ñîäåðæàùåé íåîäíîðîäíîå ïðîíèöàåìîå ïðåïÿòñòâèå â âèäå îáëàñòè Ω ñ
ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé Γi ∪ Γe, ñîñòîÿùåé èç äâóõ êîìïîíåíò: âíóòðåííåé Γi
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è âíåøíåé Γe. Óêàçàííàÿ çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêè çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè
ïîëÿ p â Ω è âíåøíåãî ïîëÿ pe = pinc + ps â Ω∞e , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

∆p+ k2ηp = −f â Ω, ∆pe + k2pe = 0 â Ω∞e , (8)

p = pe,
1

ρ

∂p

∂n
=

1

ρe

∂pe
∂n

íà Γe,
1

ρ

∂p

∂n
= g íà Γi, ρe = const (9)

è óñëîâèþ èçëó÷åíèÿ ïðè r → ∞. Çäåñü, â ÷àñòíîñòè, ρ è η � ïåðåìåííûå
ïëîòíîñòü è èíäåêñ ðåôðàêöèè â Ω, ρe=const � ïëîòíîñòü ñðåäû â Ωe

Â ðàçäåëå 3.2 ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà, à çàäà-
÷à (8), (9) ñâîäèòñÿ ê ýêâèâàëåíòíîé êðàåâîé çàäà÷å â êðóãå äîñòàòî÷íî áîëü-
øîãî ðàäèóñà, íà ãðàíèöå êîòîðîãî ñòàâèòñÿ íåëîêàëüíîå êðàåâîå óñëîâèå,
ñîäåðæàùåå îïåðàòîð Äèðèõëå-Íåéìàíà, è ïðèâîäèòñÿ ñëàáàÿ ôîðìóëèðîâêà
ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ.

Äàåòñÿ ïîíÿòèå ñëàáîãî ðåøåíèÿ êàê ïàðû P = (p, pe) ∈ X ≡ {P =
(p, pe) ∈ H1(Ω)×H1(Ωe) : p = pe íà Γe}, óäîâëåòâîðÿþùåé òîæäåñòâó

aη(P, S) = 〈F, S〉 ≡ 〈f inc, S〉+ ρ−1

∫
Ω

fSdx+

∫
Γi

gSdσ ∀S ∈ X. (10)

Çäåñü aη : X × X → C è F : X → C � ïîëóòîðàëèíåéíàÿ è àíòèëèíåéíàÿ
ôîðìû, ãäå aη(P, S) = a0(P, S) + a(η;P, S), a(η;P, S) = −k2ρ−1

∫
Ω ηPSdx,

a0(P, S) = ρ−1

∫
Ω

∇P · ∇Sdx+ ρ−1
e

∫
Ωe

(∇P · ∇S − k2PS)dx

−ρ−1
e

∫
ΓR

T (P )Sdσ, 〈f inc, S〉 = −ρ−1
e

∫
ΓR

TpincSdσ + ρ−1
e

∫
ΓR

∂pinc

∂n
Sdσ.

Äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ñëàáîãî ðåøåíèÿ
Òåîðåìà 5. Ïóñòü ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (i) η ∈ L∞+ (Ω). Òîãäà äëÿ ëþ-

áîé òðîéêè (pinc, f, g) ∈ Hinc×L2(Ω)×L2(Γi) çàäà÷à 3 èìååò åäèíñòâåííîå
ñëàáîå ðåøåíèå P = (p, pe) ∈ X, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

‖Pη‖X ≤ Cη(‖pinc‖1,Ωe + ‖f‖Ω + ‖g‖Γi), Cη = C3C̃η.

Â ðàçäåëå 3.3 ôîðìóëèðóåòñÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà-
÷à, ê êîòîðîé ñâîäèòñÿ çàäà÷à ìàñêèðîâêè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé 3-D ìîäåëè
ðàññåÿíèÿ. Ðîëü óïðàâëåíèé â íåé èãðàåò èíäåêñ ðåôðàêöèè η è ãðàíè÷íàÿ
ïëîòíîñòü èñòî÷íèêîâ g. Îíà îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

α0

2
I(P ) +

α1

2
‖η‖2

s,Ω +
α2

2
‖g‖2

Γi
→ inf, (P, u) ∈ X ×K, G(P, u, pinc) = 0, (11)
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ãäå u = (η, g), K = K1 ×K2. Äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 6. Ïóñòü pinc ∈ Hinc, K1 ⊂ Hs(Ω), s > 3/2 è K2 ⊂ L2(Γi)

� íåïóñòûå âûïóêëûå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà, è ïóñòü α1 ≥ 0, α2 ≥ 0 è
ìíîæåñòâà K1 è K2 îãðàíè÷åíû, ëèáî α1 > 0, α2 > 0. Òîãäà çàäà÷à (11)
èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå (P, u) ∈ X ×K ïðè I = Il, l = 1, 2.

Äàëåå âûâîäèòñÿ ñèñòåìà îïòèìàëüíîñòè. Îíà ñîñòîèò èç òðåõ ÷àñòåé: ñëà-
áîé ôîðìóëèðîâêè ïðÿìîé çàäà÷è (10), ñîïðÿæåííîé çàäà÷è

a0(Ψ, R) + a(η̂; Ψ, R) = −(α0/2)〈I ′P (P̂ ),Ψ〉 ∀Ψ ∈ X,

äëÿ ñîïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ R è äâóõ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ äëÿ η̂, ĝ

α1(η̂, η − η̂)s,Ω + Rea(η − η̂; P̂ , R) ≥ 0 ∀η ∈ K1,

α2(ĝ, g − ĝ)Γi − Re((g − ĝ), R)Γi ≥ 0 ∀g ∈ K2.

Â ðàçäåëå 3.4 óñòàíàâëèâàþòñÿ óñëîâèÿ íà èñõîäíûå äàííûå, îáåñïå÷èâà-
þùèå åäèíñòâåííîñòü è óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé êîíêðåòíûõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ.
Â ÷åòâåðòîé ãëàâå îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðè-

ìåíòîâ ïî ðåøåíèþ 2D çàäà÷è ìàñêèðîâêè. Ãëàâà ñîñòîèò èç òðåõ ðàçäåëîâ.
Â ðàçäåëå 4.1 èññëåäóþòñÿ ìàñêèðîâî÷íûå ñâîéñòâà äâóìåðíîé öèëèí-

äðè÷åñêîé îáîëî÷êè, èìåþùåé âèä êîëüöà a < r < b, çàïîëíåííîãî àíèçî-
òðîïíîé ñðåäîé, äëÿ êîòîðîé äèàãîíàëüíûå êîìïîíåíòû εr, εθ, εz è µz, µθ, µz
äèàãîíàëüíûõ òåíçîðîâ äèýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòåé îïðå-
äåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (ñì. Pendry et al. (2006), Ruan et al. (2007))

εr = µr =
r − a
r

, εθ = µθ =
r

r − a
, εz = µz =

(
b

b− a

)2
r − a
r

. (12)

Èçâåñòíî, ÷òî îáîëî÷êà ñ ïàðàìåòðàìè (12) îáåñïå÷èâàåò àáñîëþòíóþ ìàñêè-
ðîâêó îò ëþáîé ïàäàþùåé âîëíû, åñëè, êîíå÷íî, åå ìîæíî ðåàëèçîâàòü.

Ðàçäåë 4.1 íà÷èíàåòñÿ ñ ôîðìàëüíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è ìàñêèðîâêè, êîòî-
ðàÿ ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ÒÅ-ïîëÿðèçîâàííîé
ïëîñêîé âîëíû íà óêàçàííîé îáîëî÷êå ñ ïàðàìåòðàìè (12). Â ìàòåìàòè÷åñêîì
ïëàíå çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ 2D óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà

1

εzr

∂

∂r

(
r

µθ

∂Ez

∂r

)
+

1

εzr2

∂

∂θ

(
1

µr

∂Ez

∂θ

)
+ k2

0Ez = 0, (13)

ðàññìàòðèâàåìîãî ïðè óñëîâèÿõ ñîïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöàõ r = a è r = b.
Òàê êàê êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (13), îïðåäåëåííûå â (12), îáðàùàþòñÿ

â íóëü èëè â áåñêîíå÷íîñòü ïðè r = a, òî óêàçàííàÿ çàäà÷à ðàññåÿíèÿ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñèíãóëÿðíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó. Äëÿ åå ðåãóëÿðèçàöèè óñëîâèÿ



13

ñîïðÿæåíèÿ ïðè r = a ñäâèãàþòñÿ íà îêðóæíîñòü ðàäèóñà a + δ, ãäå δ > 0 �
ìàëûé ïàðàìåòð, èìåþùèé ñìûñë ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè. Ýòî ïîçâîëÿåò
ïðèìåíèòü äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ìåòîä Ôóðüå è çàïèñàòü ïîëÿ âî âñåõ
òðåõ îáëàñòÿõ Ω1 = {r > b}, Ω2 = {a+ δ < r < b} è Ω3 = {r < a+ δ} â âèäå

E1
z (r, θ) =

∑∞
l=−∞[αinl Jl(k0r) exp(ilθ) + αscl Hl(k0r) exp(ilθ)] â Ω1,

E2
z (r, θ) =

∑∞
l=−∞ α

2
l Jl(k1(r − a)) exp(ilθ) + α3

lHl(k1(r − a) exp(ilθ)) â Ω2,

E3
z (r, θ) =

∑∞
l=−∞ α

1
l Jl(k0r) exp(ilθ) â Ω3.

Çäåñü αinl � çàäàííûå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïàäàþùåé ïëîñêîé âîëíû,
Jl è Hl � ôóíêöèè Áåññåëÿ è Õàíêåëÿ 1-ãî ðîäà l-ãî ïîðÿäêà, à αscl è α1

l ,
α2
l , α

3
l � íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû ðàññåÿíèÿ ëèáî òðàíñìèññèè, êîòîðûå

äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû èç óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ ïðè r = b è r = a+ δ. Äëÿ
èõ íàõîæäåíèÿ ïðè êàæäîì l = 0,±1,±2, ... âûâîäèòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà

Aq = b̃. (14)

Çäåñü q = (α1
l , α

2
l , α

3
l , α

sc
l ), b̃ = (k0α

in
l J
′
l(k0b), 0, αinl Jl(k0b), 0) � âåêòîðû ðåøå-

íèÿ è ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû, à 4× 4 � ìàòðèöà A îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

A =


k1
µθ(b)

J ′l(k1(b− a)) k1
µθ(b)

H ′l(k1(b− a)) 0 −k0H
′
l(k0b)

−Jl(k1δ) −Hl(k1δ) Jl(k0(a+ δ)) 0
Jl(k1(b− a)) Hl(k1(b− a)) 0 −Hl(k0b)

− k1
µθ(a+δ)J

′
l(k1δ) − k1

µθ(a+δ)H
′
l(k1δ) k0J

′
l(k0(a+ δ)) 0

.
Ñëåäñòâèåì ñèíãóëÿðíîñòè èñõîäíîé çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò,
÷òî ìàòðèöà A ñèñòåìû (14) ïëîõî îáóñëîâëåíà ïðè ìàëûõ δ. Ñ ó÷åòîì ýòîãî
äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (14) â äèññåðòàöèè èñïîëüçîâàëñÿ âûñîêîòî÷íûé ìåòîä,
îñíîâàííûé íà ñèíãóëÿðíîì ðàçëîæåíèè ìàòðèöû A.

Ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ èñïîëüçîâàëèñü òå æå ïàðàìåòðû, ÷òî è â ñòà-
òüå Ruan et al. (2007), à èìåííî: a = 0.1ì, b = 0.2ì, ω = 2πf, f = 2ÃÃö.
Â êà÷åñòâå ïàäàþùåé âîëíû âûáèðàëàñü ïëîñêàÿ âîëíà ñ êîýôôèöèåíòàìè
αinl = ilA0 exp(−ik0r1), ãäå A0 = const � àìïëèòóäà. Ïðè ïðîâåäåíèè âû-
÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ èñïîëüçîâàëñÿ ïàêåò Wolfram Mathematica. Ñ
ïîìîùüþ ýòîãî ïàêåòà èññëåäîâàëàñü çàâèñèìîñòü ïîâåäåíèÿ ÷èñëà îáóñëîâ-
ëåííîñòè σ(A) ìàòðèöû A, det(A), à òàêæå ìèíèìàëüíîãî è ìàêñèìàëüíîãî
ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë σmin è σmax îò ïàðàìåòðîâ l è δ, íàõîäèëèñü íåèçâåñòíûå
êîýôôèöèåíòû cscl = αscl /α

in
l , c

j
l = αjl /α

in
l , j = 1, 2, 3 ïóòåì ðåøåíèÿ ñèñòåìû
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(14) è âûäàâàëèñü ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ðàññåÿííîãî ïîëÿ Esc
z ïî ôîðìó-

ëå Esc
z (r, θ) =

∑N
−N α

sc
l Hl(k0r) exp(ilθ) ïðè íåêîòîðîì N > 0. Àíàëîãè÷íûå

ôîðìóëû èñïîëüçîâàëèñü äëÿ îñòàëüíûõ ïîëåé.
Íà ðèñóíêå 1 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè çíà÷åíèé σmin, σmax è

σ(A) îò δ ïðè l = 0, 1, 5, 10, 15. Íà ðèñóíêå 2 ïðèâåäåí ãðàôèêè çàâèñèìîñòè
σmin, σmax è σ(A) îò l ïðè ðÿäå çíà÷åíèé δ, èçìåíÿþùèõñÿ îò 10−2a äî 10−9a.
Èç ãðàôèêîâ è ïðèâåäåííûõ â äèññåðòàöèè òàáëèö âèäíî, ÷òî óìåíüøåíèå δ
ëèáî óâåëè÷åíèå l ïðèâîäèò ê ñèëüíîìó ðîñòó σmax è σ(A).

Ðèñóíîê 1 Ðèñóíîê 2

Íà ðèñóíêå 3 ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé ìîäóëåé êîýôôèöèåíòîâ cscl ,
c1
l , c

2
l è c

3
l îò δ ïðè l = 0 è l = 1. Íà ðèñóíêå 4 ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìî-

ñòåé ìîäóëåé êîýôôèöèåíòîâ cscl , c
1
l , c

2
l è c

3
l îò l äëÿ òðåõ çíà÷åíèé δ, ðàâíûõ

10−2a, 10−5a è 10−8a. Âèäíî, ÷òî cscl , c
2
l è c

3
l ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè óâåëè÷åíèè

l, ïðè÷åì csc1 , c
2
1 è c

3
1 ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ áûñòðåå ïðè δ → 0, ÷åì csc0 , c

2
0 è c

3
0.

Êðîìå òîãî, c1
l = 1 ïðè âñåõ δ, ÷òî íàõîäèòñÿ â ïîëíîì ñîãëàñèè ñ òåîðåòè-

÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè Ruan et al. (2007). Àíàëîãè÷íûé âûâîä ñïðàâåäëèâ è
äëÿ cscl è c3

l ïðè |l| > 1.

Ðèñóíîê 3 Ðèñóíîê 4

×èñëåííûé àíàëèç, ïðîâåäåííûé â äèññåðòàöèè, ïîêàçàë, ÷òî êîýôôè-
öèåíòû ðàññåÿíèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà csc0 è c3

0 êðàéíå ìåäëåííî óáûâàþò ñ



15

óìåíüøåíèåì δ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè óìåíüøåíèè δ îò 10−2a äî 10−8a, ìîäóëü
|csc0 | óìåíüøàåòñÿ ëèøü îò 0.536 äî 0.090. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðè δ = 10−8a
ïàðàìåòðû ñðåäû ïðèíèìàþò íà âíóòðåííåé ãðàíèöå ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ
εz ≈ 4 ∗ 10−8, µr ≈ 10−8, µθ ≈ 108. ßñíî, ÷òî òåõíè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ìàñêè-
ðîâî÷íûõ îáîëî÷åê ñ óêàçàííûìè êðàéíèìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ ñðåäû
ñâÿçàíà ñ áîëüøèìè òðóäíîñòÿìè, à ôàêòè÷åñêè íåâîçìîæíà. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî èññëåäîâàííûé â ðàçäåëå 4.1 ìåòîä äèçàéíà èäåàëüíîé ìàñêèðîâî÷íîé
îáîëî÷êè ÿâëÿåòñÿ ìàëî ýôôåêòèâíûì è òðóäíî ðåàëèçóåìûì.

Îäèí èç ñïîñîáîâ ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè äàííîãî ìåòîäà ñîñòîèò â
òîì, ÷òîáû â îáîëî÷êå a < r < b ñ ïàðàìåòðàìè (12) çàìåíèòü âíóòðåííèé
ñëîé a < r < a+δ ïðè ìàëîì δ ñëîåì, íàïîëíåííûì òàê íàçûâàåìûì PEMC �
ìàòåðèàëîì. Èìåííî ýòîò ñïîñîá ðàçâèâàåòñÿ â ðàçäåëå 4.2. Íàïîìíèì, ÷òî
PEMC � ìàòåðèàë ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì èäåàëüíîãî ïðîâîäíèêà è èäåàëüíîãî
äèýëåêòðèêà, à êðàåâûå óñëîâèÿ íà ãðàíèöå PEMC�ñëîÿ èìåþò âèä

n× (H +ME) = 0, n · (D −MB) = 0, (15)

ãäå M � ïàðàìåòð ïîëíîé ïðîâîäèìîñòè (èëè àäìèòòàíñ), à n � âíåøíÿÿ
íîðìàëü.

Ïðè íàëè÷èè PEMC � ñëîÿ çàäà÷à ìàñêèðîâêè ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ðå-
øåíèÿ 2D óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà (13), ðàññìàòðèâàåìîãî ïðè óñëîâèÿõ (15)
íà ãðàíèöå r = a + δ è îáùèõ óñëîâèÿõ ñîïðÿæåíèÿ ïðè r = b. Ñ ïîìîùüþ
ìåòîäà Ôóðüå ïîëíîå ïîëå â îáëàñòè r > b ìîæíî çàïèñàòü â âèäå∑∞

l=−∞[Jl(k0r) + alH
(1)
l (k0r)− iρ0J

′
l(k0r) + iρ0alH

′(1)
l (k0r)]e

ilθ,

ãäå al � íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû ðàññåÿíèÿ. Òî÷íî òàê æå ïîëÿ H i
1z è

Ei
1θ â îáëàñòè a + δ < r < b ðàçëàãàþòñÿ â àíàëîãè÷íûå ðÿäû, ñîäåðæàùèå

êîýôôèöèåíòû bl, cl, dl. Êàê è âûøå, äëÿ íàõîæäåíèÿ al, bl, cl è dl îïÿòü
âûâîäèòñÿ ñèñòåìà âèäà (14), ãäå A � ñîîòâåòñòâóþùàÿ 4 × 4 � ìàòðèöà, à
q = (al, bl, cl, dl) è b̃ � âåêòîðû ðåøåíèÿ è çàäàííûõ ïðàâûõ ÷àñòåé.

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðåàëèçàöèè âûñîêîòî÷íîãî
àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (14) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêàõ 5-8. Íà ðèñóí-
êå 5 ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé âåëè÷èí σmin, σmax è σ(A) îò δ äëÿ
çíà÷åíèé l, ðàâíûõ 0, 1, 5, 10 è 15 ïðè M = 0. Íà ðèñóíêå 6 ïðèâåäåíû ãðà-
ôèêè çàâèñèìîñòåé âåëè÷èí σmin, σmax è σ(A) îò δ äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà
l, ðàâíûõ 0, 1, 5, 10 è 15 ïðè M = 106. Êàê è íà ðèñóíêàõ 1 è 2, âèäíî, ÷òî ñ
óìåíüøåíèåì δ ëèáî óâåëè÷åíèè l ïðîèñõîäèò ñèëüíûé ðîñò êàê σmax, òàê è
σ(A).
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Ðèñóíîê 5 Ðèñóíîê 6

Íà ðèñóíêàõ 7 è 8 ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé êîýôôèöèåíòîâ al, bl,
cl è dl îò l äëÿ çíà÷åíèé M , ðàâíûõ 0, 1 è 10, ñîîòâåòñòâåííî ïðè δ = 10−2a
è δ = 10−8a. Èç ýòèõ ðèñóíêîâ è òàáëèö, ïðèâåäåííûõ â äèññåðòàöèè, âèäíî,
÷òî ïðè l = 1 êîýôôèöèåíòû ðàññåÿíèÿ al áûñòðåå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, ÷åì
ïðè èñïîëüçîâàíèè ñïîñîáà äèçàéíà ìàñêèðîâî÷íîé îáîëî÷êè, îïèñàííîãî â
ðàçä. 4.1. Óêàçàííûå ðåçóëüòàòû ãîâîðÿò î áîëüøåé ýôôåêòèâíîñòè äàííîãî
ñïîñîáà äèçàéíà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûì ñïîñîáîì. Êðîìå òîãî, îíè ïîçâîëÿ-
þò âûáðàòü îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà M , îáåñïå÷èâàþùåå âûñîêèé
ìàñêèðîâî÷íûé ýôôåêò ïðè íå î÷åíü âûñîêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñðåäû,
çàïîëíÿþùåé îáîëî÷êó.

Ðèñóíîê 7 Ðèñóíîê 8

Â ðàçäåëå 4.3 ðàçâèâàåòñÿ îïòèìèçàöèîííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ìíîãî-
ñëîéíîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè Ω = {(r, θ) : a < r < b}, ñîñòîÿùåé èç
M êîíöåíòðè÷åñêèõ îäíîðîäíûõ ñëîåâ. Öåëüþ ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå íàáîðà
ïîñòîÿííûõ ïàðàìåòðîâ ñðåäû â êàæäîì ñëîå îáîëî÷êè Ω, èñõîäÿ èç óñëîâèÿ
ìèíèìóìà ïîëÿ, ðàññåÿííîãî èñêîìîé îáîëî÷êîé ïðè ïàäåíèè íà íåå ïëîñ-
êîé âîëíû âèäà Einc = ẑexp(−ik0rcosθ). Èñêîìàÿ ìàñêèðîâî÷íàÿ îáîëî÷-
êà, çàíèìàþùàÿ Ω, ðàçáèâàåòñÿ íà M ñëîåâ: Ω1 = {a = R1 < r < R2},
Ω2 = {R2 < r < R3}, ...,ΩM = {RM < r < RM=1}, ãäå R2 = a + (b − a)/M ,
R3 = a+ 2(b− a)/M , .., RM+1 = b. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îñíîâíûå ïàðàìåòðû
εz,m, µr,m è µθ,m ñðåäû, çàíèìàþùåé m-ûé ñëîé, ïîñòîÿííû.
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Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ôóðüå ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëÿ â îáëàñòÿõ r > b, r < a
è â m-îì ñëîå Ωm, m = 1, 2, ...,M ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

J0(kr) + 2
∞∑
l=1

ilJl(k0r)coslθ +
∞∑
l=0

alHl(k0r)cos(lθ),

∞∑
l=0

b0lJl(k0r)cos(lθ), Em(r, θ) =
∞∑
n=0

[bmnJv(kmr) + cmnNv(kmr)]cos(lθ).

Çäåñü Nv � ôóíêöèÿ Íåéìàíà ïîðÿäêà v, al, b0l, bml è cml � íåèçâåñòíûå êîýô-
ôèöèåíòû, à âîëíîâîå ÷èñëî km è ïîðÿäîê v â m-îì ñëîå îïðåäåëÿþòñÿ ôîð-
ìóëàìè km = ω

√
εz,mµθ,m, v = l

√
µθ,m/µr,m. Íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû al,

b0l, bml è cml, êàê è ïðåæäå, îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöàõ
ðàçäåëà r = Rm, m = 1, 2, ..,M + 1 ïóòåì ðåøåíèÿ ñèñòåìû 2M + 2 ëèíåé-
íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà (14), ãäå A � ìàòðèöà ïîðÿäêà 2M + 2,
à (2M + 2)-ìåðíûå âåêòîðû ðåøåíèÿ q è ïðàâûõ ÷àñòåé b îïðåäåëÿþòñÿ ôîð-
ìóëàìè q = (b0l, b1l, c1l,..., bM,l, cMl, al), b̃ = (0, 0, 0, ..., 2ilJl(k0b), 2k0i

lJ ′l(k0b)).
Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (14) îïðåäåëÿþòñÿ èñêîìûå ïîëÿ âî âñåõ
îáëàñòÿõ Ω0,Ω1, Ω2, ..., Ωm, Ωe è âû÷èñëÿåòñÿ ðàññåÿííîå ïîëå Esc, ñ ïîìî-
ùüþ êîòîðîãî íàõîäèòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ýôôåêòèâíàÿ ïëîùàäü ðàññåÿíèÿ
(èëè øèðèíà ðàññåÿíèÿ)

σ(θ) = lim
R→∞

2πR|Esc(R, θ)|2

|Einc(R, θ)|2
≈ 2πR0|Esc(R0, θ)|2

|Einc(R0, θ)|2
, R0 � λ, (16)

îïèñûâàþùàÿ âåëè÷èíó ïîëÿ, ðàññåÿííîãî èñêîìîé îáîëî÷êîé, â ïðîèçâîëü-
íîì íàïðàâëåíèè θ. Èìåííî âåëè÷èíà σ(θ0) ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè θ0

óãëà θ èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà â îïòèìèçèðîâàííîé
ïðîöåäóðå äèçàéíà ìàñêèðîâî÷íîé îáîëî÷êè, ðàçðàáîòàííîé â ðàçä. 4.3.

ßäðî ðàçðàáîòàííîé ïðîöåäóðû ñîñòàâëÿåò àëãîðèòì îïòèìèçàöèè, â êà÷å-
ñòâå êîòîðîãî â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ èòåðàöèîííûé àëãîðèòì, ðåàëèçîâàííûé
â ïàêåòå Wolfram Mathematica. Äàííûé àëãîðèòì íàõîäèò ïðèáëèæåííûé ìè-
íèìóì ôóíêöèîíàëà (16) ïðè θ = θ0 ñ èñïîëüçîâàíèåì íà÷àëüíîãî ïðèáëè-
æåíèÿ X0 = (ε1,0

z , µ1,0
r , µ1,0

θ , ..., εM,0
z , µM,0

r , µM,0
θ ). Óñïåõ â ïðèìåíåíèè äàííîãî

ìåòîäà çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè X0, â êà÷åñòâå êîòîðîé â ðàáîòå âûáèðàþòñÿ
äèñêðåòèçèðîâàííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ (12), îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè

εm,0z = εz(rm), µm,0r = µr(rm), µm,0θ = µθ(rm), ãäå rm = (Rm +Rm+1)/2.

Íàõîæäåíèå â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà 1 òî÷êè Xopt, ãäå äîñòèãà-
åòñÿ ïðèáëèæåííûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì ôóíêöèè (16) ïðè θ = 0, ïîçâîëÿåò
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îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñðåäû äëÿ êàæäîãî èç M ñëîåâ, îáðàçóþ-
ùèõ èñêîìóþ ìàñêèðîâî÷íóþ îáîëî÷êó.

Ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-
ðîâ, âçÿòûå èç ñòàòüè Cummer et al. (2009): a = 0.1 ì, b = 0.13 ì, f = 2 ÃÃö.
Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðåàëèçàöèè ðàçðàáîòàííîãî â
ðàçä. 4.3 àëãîðèòìà â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå äëÿ òðåõñëîéíîé ìàñêèðîâî÷íîé
îáîëî÷êè ïîêàçàëè, ÷òî ïðèìåíåíèå ïðîöåäóðû îïòèìèçàöèè ïðèâîäèò ê ñó-
ùåñòâåííîìó óëó÷øåíèþ åå ìàñêèðîâî÷íûõ ñâîéñòâ.
Â çàêëþ÷åíèè ïåðå÷èñëåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.

ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÐÀÁÎÒÛ

Â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:
Ðàçðàáîòàí îðèãèíàëüíûé ìàòåìàòè÷åñêèé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ ìàñ-

êèðîâêè ìàòåðèàëüíûõ òåë, îñíîâàííûé íà îïòèìèçàöèîííîì ìåòîäå ðåøå-
íèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà. Äîêàçàíû òåîðåìû î êîð-
ðåêòíîé ðàçðåøèìîñòè îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé è äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé ýêñòðå-
ìàëüíûõ çàäà÷ ìàñêèðîâêè, ïîñòðîåíû è ïðîàíàëèçèðîâàíû ñèñòåìû îïòè-
ìàëüíîñòè, îïèñûâàþùèå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà. Óñòàíîâëåíû äî-
ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà èñõîäíûå äàííûå, îáåñïå÷èâàþùèå ëîêàëüíóþ åäèí-
ñòâåííîñòü è óñòîé÷èâîñòü ïîñòðîåííûõ ðåøåíèé çàäà÷ ìàñêèðîâêè.
Â îáëàñòè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ:
Ðàçðàáîòàíû ÷èñëåííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàñêèðîâêè, îñíîâàí-

íûå íà èñïîëüçîâàíèè âûñîêîòî÷íûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è ìåòîäà ðåãóëÿðè-
çàöèè íåêîððåêòíûõ çàäà÷.
Â îáëàñòè êîìïëåêñîâ ïðîãðàìì:
Ðàçðàáîòàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøå-

íèÿ äâóìåðíûõ çàäà÷ ìàñêèðîâêè ìàòåðèàëüíûõ òåë. Ïðåäëîæåíû ñïîñîáû
ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ìàñêèðîâî÷íîé ñèñòåìû, â òîì ÷èñëå çà ñ÷åò ïðè-
ìåíåíèÿ ìåòîäîâ ÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè. Èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ
îò ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ çàäà÷ó ìàñêèðîâêè: ÷àñòî-
òû ïàäàþùåé ïëîñêîé âîëíû, à òàêæå ðàçìåðîâ è êîëè÷åñòâà ñëîåâ â ñëó÷àå
ñëîèñòîé ìàñêèðîâî÷íîé îáîëî÷êè, ïàðàìåòðîâ ñðåäû, çàïîëíÿþùåé ìàñêè-
ðîâî÷íîå óñòðîéñòâî.
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