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Введение 

Детали многих механизмов и машин в ходе эксплуатации находятся 

под действием центробежных сил, вызванных вращением вокруг соб-

ственной оси с постоянной или переменной скоростью. Такие детали яв-

ляются неотъемлемым компонентом газовых и паровых турбин, 

компрессов высокого давления, маховичных накопителей энергии, дви-

гателей внутреннего сгорания, электродвигателей, механических транс-

миссий, ветрогенераторов, центрифуг, гироскопов. Расчет напряженно-

деформированного состояния во вращающихся цилиндрах и дисках 

представляет значительный теоретический и практический интерес и 

является одной из классических задач механики деформируемого твер-

дого тела. К решению этой задачи в различных постановках обращались 

многие выдающиеся ученые: Ю. Н. Работнов [1, 2], С. П. Тимошенко [3], А. 

И. Лурье [4], В. В. Соколовский [5], Н. Н. Малинин [6], А. Надаи [7]. Значи-

тельный прогресс в этой области внесли A. M. Wahl, F. P. J. Rimrott, U. 

Gamer, N. S. Bhatnagar, W. Mack, V. K. Arya, U. Guven, A. N. Eraslan, T. Akis, E. 

Arslan, S.-Y. Leu, H. R. Zare, H. Darijani, M. Z. Nejad, V. Tvergaard, F. Aziz, R. 

Shufen, S. M. Kamal, M. Perl, A. M. Eldeeb, D. W. A. Rees, G. Ma, C. O. Horgan, В. 

И. Розенблюм, О. В. Соснин, А. Г. Костюк, М. И. Рынковская, Н. Алексан-

дрова, В. М. Мирсалимов, Е. В. Ломакин, С. Е. Александров, Е. А. Лямина, А. 

А. Буренин, Л. В. Ковтанюк, М. А. Артемов и многие другие ученые. Враща-

ющимся дискам посвящены специализированные монографии и учебные 

пособия: И. В. Демьянушко и И. А. Биргера [8]; А. В. Левина, К. Н. Боришан-

ского и Е. Д. Консона [9]; А. Г. Костюка [10];  С. Е. Александрова [11].  Не-

смотря на большое число публикаций, посвященных расчету 

вращающихся дисков и цилиндров, и значительный интерес научного со-

общества, в этой области исследований сохраняются пробелы, которые в 

определенной степени заполняются настоящей диссертацией.  
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Целью диссертации является получение новых аналитических и 

численных решений, описывающих упругопластическое деформирова-

ние вращающихся цилиндров и дисков различного вида (сплошные, по-

лые, с жестким включением), на основе моделей идеального, линейно- и 

нелинейно-упрочняемого упругопластического тела, включая расчет 

предельных скоростей вращения и полей остаточных напряжений. 

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введе-

ния, четырех глав, заключения и списка литературы. Каждая из глав 

начинается кратким введением и литературным обзором. 

Первая глава посвящена постановке и решению задачи об упруго-

пластическом деформировании вращающегося сплошного цилиндра и 

цилиндра с жестким включением в рамках модели идеального тела. В ка-

честве критерия пластичности используются условие Треска и условие 

Ишлинского-Ивлева. Большое внимание уделяется расчету полей оста-

точных напряжений после вращения цилиндра с заданной максимальной 

угловой скоростью. Показано, что в ходе разгрузки в цилиндре возможно 

зарождение повторного пластического течения. 

Во второй главе исследуется влияние пластического упрочнения на 

напряженно-деформированное вращающихся цилиндров. Получено уни-

версальное аналитическое решение для общего кусочно-линейного усло-

вия пластичности и линейного закона упрочнения. Рассмотрено 

упругопластическое деформирование вращающегося цилиндра с жест-

ким включением при наличии стационарного температурного гради-

ента. Найдены аналитические решения для полого вращающегося 

цилиндра из нелинейного материала в рамках степенного и экспоненци-

ального законов упрочнения; установлены границы полученных реше-

ний. Исследован эффект снижения модуля Юнга в результате 

предварительного пластического деформирования и его влияние на 

остаточные напряжения, вызванные ротационным автофретированием.   
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В третьей главе рассматривается влияние вязких свойств матери-

ала на напряженно-деформирование вращающегося диска и цилиндра. 

Получено аналитическое решение для полого цилиндра из вязкопласти-

ческого материала. Построена численная схема для расчета ползучести и 

вязкопластического течения в кольцевом диске и диске с жестким вклю-

чением. Большое внимание уделяется исследованию влияния предвари-

тельного деформирования в режиме ползучести на зарождение и 

эволюцию вязкопластического течения. 

Четвертая глава посвящена решению задач проектирования опти-

мальных (равнопрочных) вращающихся цилиндров и дисков. Получено 

аналитическое решение задачи о равнопрочном вращающемся цилиндре 

из неоднородного материала, это решение представляет собой распреде-

ления модуля Юнга, при которых в цилиндре достигается равнопрочное 

напряженное состояние. Найдено новое точное решение, описывающее 

профиль равнопрочного вращающегося диска переменной толщины. 

В заключении перечислены основные научные результаты и вы-

воды. Общее количество страниц диссертационной работы — 271, рисун-

ков — 90, таблиц — 3. Список литературы содержит 252 источника. 

Научная новизна диссертации. 

1. В рамках условий текучести Треска и Ишлинского-Ивлева полу-

чены новые аналитические решения, описывающие напряженно-дефор-

мированное состояние вращающихся цилиндров из идеального 

упругопластического материала на стадиях нагрузки и разгрузки, вклю-

чая повторное пластическое течение. 

2.  Построено универсальное аналитическое решение упругопласти-

ческой задачи во вращающемся линейно-упрочняемом цилиндре в усло-

виях плоской или обобщенной плоской деформации. Найденное решение 

основано на общем кусочно-линейном условии пластичности, учитывает 

влияние промежуточного главного напряжения на развитие 
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пластического течения и подходит для расчета цилиндров с различными 

видами граничных/торцевых условий и широкого класса материалов. 

3. На основе условия Треска получено точное решение задачи об 

упругопластическом деформировании вращающегося линейно-упрочня-

емого цилиндра с жестким включением при наличии стационарного тем-

пературного градиента между внутренней и внешней поверхностями. 

4. Решена упругопластическая задача во вращающемся полом ци-

линдре с закрепленными концами при условии пластичности Треска и 

нелинейных законах изотропного упрочнения. Точные аналитические 

решения найдены для линейно-экспоненциального закона упрочнения, а 

также для нескольких частных случаев степенного параметра в степен-

ном законе упрочнения. Вычисление остаточных напряжений в цилин-

дре после предварительного вращения с заданной максимальной 

скоростью проводилось с помощью численных методов. 

5. Проведен анализ влияния эффекта снижения модуля Юнга после 

предварительного пластического деформирования на процесс ротацион-

ного автофретирования полого цилиндра с закрепленными торцами. 

Установлено, что данный эффект может оказывать заметное влияние на 

величину остаточных напряжений после ротационного автофретирова-

ния. Обнаружено, что учет падения модуля Юнга особенно важен для рас-

чета толстостенных цилиндров и высоких скоростей автофретирования. 

6. Получены новые решения, учитывающие вязкие эффекты мате-

риала (ползучесть и вязкопластичность) на процессы необратимого де-

формирования в цилиндре и диске при наличии центробежных сил. 

Найдены аналитические решения для установившегося вязкопластиче-

ского течения во вращающемся полом цилиндре с закрепленными и сво-

бодными торцами, а также разработан численный алгоритм для расчета 

упруговязкопластического деформирования. Разработаны численные 

схемы расчета необратимых деформаций во вращающемся диске с 
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граничными условиями различного вида (полый диск и диск с жестким 

включением) с учетом углового ускорения. 

7. Найдены новые аналитические решения, позволяющие для за-

данных нагрузок на внешней и внутренней поверхностях построить вра-

щающийся цилиндр/диск равной прочности. Для цилиндра в качестве 

управляющего параметра использовалась зависимость модуля Юнга от 

радиуса, а для диска — его профиль. Проанализировано влияние анизо-

тропии и асимметрии при растяжении и сжатии на профиль равнопроч-

ного вращающегося диска. Установлено, что равнопрочный профиль 

диска может не существовать и может быть не единственным. 

Методы и подходы. Все научные результаты диссертации полу-

чены с использованием известных моделей механики деформируемого 

твердого тела и методов решения дифференциальных уравнений. В по-

становке упругопластических задач использовались кусочно-линейные 

пластические потенциалы, что позволило во многих случаях получить 

аналитические решения в замкнутом виде. Расчет координат границ 

между областями различного типа (упругие и пластические области) 

проводился с помощью численных методов решения систем нелинейных 

алгебраических уравнений. При использовании нелинейных законов 

упрочнения применялись методы численного интегрирования. В некото-

рых случаях решение упругопластических задач выполнялось численно 

(применялся метод конечных разностей и метод Рунге-Кутты).  

Достоверность полученных результатов обеспечивается исполь-

зованием фундаментальных уравнений механики деформируемого твер-

дого тела. Многие решения, полученные в диссертации, представлены в 

замкнутом аналитическом виде, их достоверность обусловлена коррект-

ностью постановки начально-краевых задач. В ряде случаев для оценки 

достоверности полученных результатов использовалось сравнение с ана-

литическими и численными решениями других авторов.  
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Практическая значимость работы заключается в возможности 

использования результатов при проектировании элементов машин и ме-

ханизмов, находящихся под действием центробежных сил. Данные упру-

гопластического анализа могут найти применение для расчета 

предельно допустимой скорости вращения в деталях цилиндрической 

геометрии. Найденные решения упругопластических задач могут исполь-

зоваться при проектировании технологий упрочнения цилиндрических 

деталей на основе ротационного автофретирования. Полученные зависи-

мости для цилиндра и диска равной прочности имеют большое значение 

в оптимальном проектировании маховичных накопителей энергии. 

Апробация работы. Результаты диссертации докладывались на 

следующих научных конференциях: 

− III Дальневосточная школа-семинар «Фундаментальная механика 

в качестве основы совершенствования промышленных технологий, тех-

нических устройств и конструкций», г. Комсомольск-на-Амуре, 2018 г.,  

− V Дальневосточная конференция с международным участием 

«Фундаментальные и прикладные задачи механики деформируемого 

твердого тела и прогрессивные технологии в машиностроении», г. Ком-

сомольск-на-Амуре, 2018 г., 

− XII Всероссийский съезд по фундаментальным проблемам теоре-

тической и прикладной механики, г. Уфа, 2019 г. 

Научные исследования, проведенные в диссертации, выполнялись 

в рамках государственного задания Хабаровского федерального исследо-

вательского центра ДВО РАН, а также грантов Российского фонда фунда-

ментальных исследований и Российского научного фонда: 

− №18-01-00038 «Учет теплофизических и реологических эффек-

тов при интенсивном формоизменении материалов и упругом последей-

ствии» (РФФИ, 2018–2020 гг.), 

− №20-01-00147 «Расчёты процессов сборки конструкций из 
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упруговязкопластических деталей и их последующей функциональной 

эксплуатации» (РФФИ, 2020–2022 гг.), 

− №22-11-00163 «Нелинейные задачи механики твердого тела для 

материалов со свойствами, зависящими от напряженного-деформиро-

ванного состояния», (РНФ, 2022–2024 гг.). 

Публикации. Научные результаты диссертации представлены в 

26-ти работах [12–37], опубликованных в ведущих российских и зарубеж-

ных профильных журналах, сборниках статей и материалов научных ме-

роприятий. Из упомянутых выше работ 23 опубликованы в изданиях, 

рекомендуемых ВАК РФ и/или индексируемых в базах данных Web of Sci-

ence и Scopus. Среди 14 статей [12, 13, 24–30, 33–37], проиндексирован-

ных в базе данных Web of Science, 1 опубликована в журнале категории 

Q1 (ZAMM - Journal of Applied Mathematics and Mechanics / Zeitschrift für An-

gewandte Mathematik und Mechanik) и 2 — в журналах категории Q2 (Acta 

Mechanica, Journal of applied and computational mechanics). 

Личный вклад автора. Работы [17, 20, 24, 25, 30, 32–35, 37] выпол-

нены автором диссертации самостоятельно. В работах [14–16, 18, 19, 21–

23, 27, 28, 31, 36] автор выполнил постановку задач и разработку методов 

решения, анализ результатов проводился совместно с А. А. Бурениным и 

С. В. Фирсовым. В [12, 13, 26, 29] автор частично участвовал в постановке 

задач и построении решений, анализ результатов проводился совместно 

с А. А. Бурениным, Л. В. Ковтанюк, А. С. Бегун, Г. Л. Панченко и С. В. Белых.

https://rscf.ru/project/22-11-00163/


 

1. Упругопластическая задача для идеального материала 

1.1. Введение 

Вращающиеся цилиндры и диски являются важным структурным 

компонентом многих машин и механизмов [1]. Расчет напряженного со-

стояния во вращающихся цилиндрах обычно выполняется в рамках тео-

рии малых деформаций с использованием условия плоской или 

обобщенной плоской деформации. Одним из важнейших аспектов изуче-

ния центробежных сил является определение максимально допустимой 

скорости вращения. В первом приближении для этой цели могут исполь-

зоваться уравнения теории упругости. Решение упругой задачи во враща-

ющемся однородном и изотропном цилиндре на основе закона Гука 

широко известно и входит во многие учебники по теории упругости 

[3, 38]. В работах [39–41] рассматривались вращающиеся изотропные ци-

линдры, изготовленные из функционально-градиентного материала. Ор-

тотропные вращающиеся цилиндры изучались в работах [42–44]. 

Вышеуказанные работы [39–44] также выполнены в рамках линейной 

теории упругости и показывают, что неоднородность и анизотропия 

упругих свойств материала может оказывать существенное влияние на 

распределение напряжений в цилиндре, и, как следствие, на величину 

центробежной нагрузки, при которой наступает пластическое течение. 

Большие упругие деформации вращающихся цилиндров изучались с по-

мощью уравнений нелинейной теории упругости в [45–50]. Градиентная 

теория упругости использовалась в [51–54] для оценки влияния размер-

ного эффекта на упругий отклик вращающихся цилиндров и дисков.  

Использование уравнений теории упругости дает достаточно кон-

сервативную оценку несущей способности, поскольку вращающийся ци-

линдр способен сохранять эксплуатационные характеристики и после 

частичного перехода в пластическое состояние. Для более точного 
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расчета критической скорости вращения необходимо применять упруго-

пластический анализ. Здесь также следует упомянуть относительно но-

вую технологию ротационного автофретирования [55–57]. Данная 

технология заключается в нагружении полой цилиндрической заготовки 

центробежными силами выше предела упругости и последующей раз-

грузке. В результате во внутренних слоях полого цилиндра формируется 

область сжимающих тангенциальных напряжений, что способствует по-

вышению его эксплуатационной прочности. Очевидно, адекватное моде-

лирование ротационного автофретирования возможно только в рамках 

упругопластического анализа.  

Первое решение пластической задачи во вращающемся цилиндре 

получил Надаи [58]. Он рассматривал состояние полной пластичности в 

сплошном идеально пластическом цилиндре со свободными торцами. В 

полученном решении радиальное и тангенциальное напряжения совпа-

дают и превосходят осевое напряжение на величину предела текучести. 

В работе [59] на основе условий пластичности Треска и Мизеса исследо-

вались сплошные и полые цилиндры из упрочняемого материала. Конеч-

ные пластические деформации сплошного упрочняемого цилиндра 

рассматривались в [60]. Следует отметить, что в работах [58–60] упругие 

деформации принимались пренебрежимо малыми.  

Упругопластический анализ вращающегося сплошного цилиндра 

был впервые опубликован в [61], где рассматривались как малые, так и 

конечные деформации цилиндра. Однако, как позднее показал Гамер 

[62], решение, представленное в [61], имеет разрыв перемещения на 

упругопластической границе. Корректное решение упругопластической 

задачи для вращающегося сплошного цилиндра из идеального матери-

ала получено в работах [63, 64]. Авторы рассматривали цилиндр с закреп-

ленными торцами и условие пластичности Треска. Позднее в [65] на 

основе работ [63, 64] получено распределение остаточных деформаций 
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во вращающемся цилиндре после его предварительного вращения с за-

данной скоростью. Упомянутая ранее технология ротационного автофре-

тирования была предложена в [55]. Для определения оптимальных 

параметров процесса авторами получено распределение напряжений во 

вращающемся полом идеально-пластическом цилиндре с закреплен-

ными торцами. Решение [55] включает в себя стадии нагрузки и раз-

грузки основано на условии Треска с учетом эффекта Баушингера. 

Автофретирование вращающегося полого цилиндра со свободными тор-

цами (обобщенное плоское деформированное состояние) исследовалось 

в [66] также с помощью условия текучести Треска. Численное моделиро-

вание ротационного автофретирования на основе нелинейного условия 

Мизеса проведено в [67]. Полученные результаты [55, 66, 67] показы-

вают, что новая технология имеет определенные преимущества по срав-

нению с традиционным гидравлическим автофретированием [68]. 

Вращающийся полый цилиндр исследовался в статье [69], авторы 

которой использовали условие Треска, материал цилиндра принимался 

идеальным, а его торцы предполагались закрепленными. Упругопласти-

ческий анализ цилиндров со свободными торцами несколько осложня-

ется дополнительным условием на суммарную осевую силу. 

Вращающийся сплошной цилиндр со свободными торцами изучался в ра-

боте [70], а полый — в [71]. Решения, представленные в [70, 71] получены 

на основе условия Треска и модели идеального упругопластического ма-

териала. Ротационное автофретирование полого цилиндра со свобод-

ными торцами исследовалось в [66, 72]. В первой части [66] на основе 

условия Треска получено распределение остаточных напряжений в по-

лом цилиндре после его предварительного нагружения. Предполагалось, 

что материал цилиндра является идеальным. Повторное пластическое 

течение и эффект Баушингера не учитывались. Полученное решение ис-

пользовалось во второй части работы в [72] для валидации результатов 
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численного моделирования ротационного автофретирования на основе 

метода конечных элементов. Сравнение аналитического решения и чис-

ленных расчетов показало достаточно хорошее совпадение, несмотря на 

то что во втором случае использовалось условие пластичности Мизеса.  

В процитированных выше работах использовалось условие плоской 

или обобщенной плоской деформации, которое подразумевает, что ци-

линдр имеет бесконечную длину. В действительности длина цилиндра, 

разумеется, всегда конечна и указанные выше решения справедливы 

только для цилиндров, чья длина значительно превышает радиус, и 

только в сечениях, расположенных на достаточном удалении от торцов 

цилиндра. Иначе условие плоской деформации нарушается и вместо него 

должна использоваться двумерная постановка задачи. В этом случае по-

лучение аналитического решения затруднено и единственным способом 

решения представляется использование численных методов (МКЭ, МГЭ). 

Тем не менее, следует упомянуть работу [73], в которой в рамках жестко-

пластического анализа получено приближенное аналитическое решение 

для вращающегося полого цилиндра конечной длины, выполненного из 

идеального материала. В качестве условия пластичности использовалось 

условие Мизеса. Все определяющие уравнения и граничные условия вы-

полняются точно за исключением ассоциированного закона течения. 

Установлено, что условие плоской деформации допустимо для цилин-

дров, у которых отношение длина/диаметр превышает 20. Кроме того, 

распределение напряжений несущественно зависит от осевой коорди-

наты за исключением областей вблизи торцов цилиндра. 

Основное внимание в научной литературе уделяется изучению по-

лых и сплошных цилиндров (или дисков), однако на практике часто 

встречаются и другие виды цилиндров. Например, в маховичных накопи-

телях энергии крутящий момент передается от двигателя на маховик 

(полый цилиндр из стали или композитного материала) через вал. В этом 
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случае более адекватной моделью маховика представляется цилиндр с 

жестким включением. Вращающийся диск с жестким включением иссле-

довался в упругопластической постановке на основе условия Треска в ра-

ботах [74–77]. В [74–76] рассматривался диск постоянного профиля, а в 

[77] — гиперболического. Условие пластичности Мизеса использовалось 

для расчета вращающихся дисков с жестким включением в [78, 79]. Упру-

гопластический анализ полого диска с жестким покрытием на внутрен-

ней и внешней стенках выполнен в [80] в рамках условия Треска. 

Упругопластический анализ вращающихся цилиндров и дисков 

обычно основан на условиях пластичности Треска или Мизеса. Несомнен-

ным достоинством условия Треска является возможность получения за-

мкнутых аналитических решений. К недостаткам можно отнести тот 

факт, что в нем не учитывается влияние промежуточного главного 

напряжения. В условие Мизеса в явном виде входят все три главных 

напряжения, однако это условие является нелинейным и, как следствие, 

решение задач практически всегда сводится к использованию численных 

методов. Условие Ишлинского-Ивлева [81] (также известное как условие 

максимальных приведенных напряжений) наряду с условиями Треска и 

Мизеса относится к классическим. В математическую запись этого усло-

вия входят все три главные напряжения и оно, как и условие Треска, яв-

ляется кусочно-линейным. Ранее [82] с помощью этого условия было 

получено распределение напряжений во вращающемся диске. Из недав-

них работ также можно выделить [83, 84].  

Данная глава посвящена упругопластическому анализу вращаю-

щихся цилиндров с закрепленными торцами в рамках модели идеального 

упругопластического тела. В качестве условий пластичности использу-

ются условие Треска и условие Ишлинского-Ивлева (условие максималь-

ных приведенных напряжений, twin shear yield criterion). 

Рассматривается цилиндр с жестким включением (разделы 1.2 и 1.4) и 
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сплошной цилиндр (раздел 1.3). Анализ включает в себя нагрузку, раз-

грузку (включая возможное повторное пластическое течение) и итоговое 

состояние цилиндра (распределение остаточных напряжений).  

1.2. Упругопластический анализ вращающегося цилиндра с 

жестким включением при условии Треска 

1.2.1 Стадия нагрузки 

Рассмотрим цилиндр с жестким включением (рис. 1.1). Внутренний 

и внешний радиус цилиндра обозначим, как 
in
r  и 

out
r  соответственно. От-

ношение радиусов обозначим  . Цилиндр вращается вокруг собственной 

оси с угловой скоростью  , которая медленно меняется со временем, 

вследствие чего угловым ускорением можно пренебречь. В условиях 

плоской деформации и осевой симметрии вектор перемещений в цилин-

дре имеет только одну ненулевую компоненту 
r
u .  

 

Рис. 1.1 — Вращающийся цилиндр с жестким включением. 

Введем цилиндрическую систему координат ,  , r z  и перейдем к 

безразмерным переменным: 
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где E  — модуль Юнга, 
y

  — предел текучести,   — плотность,
ij

  — 

напряжения, , ,, e p sp

ij ij ij ij
     — полные, упругие, пластические и вторичные 

пластические деформации. Далее символ подчеркивания везде опущен. 

Предположим, что деформации 
ij
  в цилиндре являются малыми и 

представляют собой сумму упругих e

ij
  и пластических деформаций p

ij
 . 

 ; ; 0.e p e p e p
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 (1.2) 

Напряжения (в безразмерном виде) связаны с упругими 

деформациями законом Гука: 
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где   — коэффициент Пуассона.  

Соотношения обратные к (1.3) имеют вид: 
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Единственное нетривиальное уравнение равновесия в цилиндре: 

 ,rrrr 
 


 

−
+ = −


 (1.5) 

где   — плотность материала. 

Условие пластичности Треска: 

 ( ) 1,
i j

f max  = − =  (1.6) 

где f  — пластический потенциал, 
i

  — главные напряжения. 

Поскольку в рассматриваемом случае главные напряжения 
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совпадают с координатными условие (1.6) примет вид: 

 ( ), , 1.
rr rr zz zz

f max
 

     = − − − =  (1.7) 

Ассоциированный закон пластического течения: 

 ,p

ij

ij

df
d d

d
 


=  (1.8) 

здесь   — положительный множитель. Далее предполагается, что про-

цесс нагружения является монотонным. 

Если напряженное состояние в пластической области соответ-

ствует ребру условия пластичности (1.7), то вместо закона (1.8) исполь-

зуется его обобщение  

 1 2

1 2
,p

ij

ij ij

d f d f
d d d

d d
  

 
= +  (1.9) 

где 
1

d и 
2

d  — положительные множители, 
1
f  и 

2
f  — пластические по-

тенциалы, соответствующие граням условия (1.7), на пересечении кото-

рых лежит рассматриваемое ребро. 

Использование законов (1.8) и (1.9) вместе с условием (1.7) приво-

дит к пластической несжимаемости, поэтому объемная деформация яв-

ляется чисто упругой: 

 ( )( )1 2 .
rr zz

u u


   
 


+ = − + +


 (1.10) 

Граничные условия задачи имеют вид: 

 ( ) ( )0,  1 0.
rr

u  = =  (1.11) 

Скорость вращения   цилиндра монотонно возрастает от 0  до 

max
  (нагружение), а затем также монотонно убывает вплоть до полной 

остановки цилиндра (разгрузка). В начале нагружения цилиндр дефор-

мируется чисто упруго. При определенной скорости 
p

  на внутренней 

поверхности цилиндра впервые выполняется условие пластичности  

(1.7), в результате чего в цилиндре начинают развиваться области 
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пластического течения. Дальнейшее увеличение скорости   приводит к 

появлению новых областей течения и постепенному уменьшению обла-

сти упругого деформирования. Когда скорость вращения достигает 
fp

  

весь цилиндр переходит в состояние пластичности. При 
fp

  новые 

пластические области уже не появляются, но границы между существую-

щими областями меняют свое положение. Величины 
p

  и 
fp

  зависят от 

параметра   и механических параметров материала цилиндра. 

  После достижения максимальной скорости вращения 
max

  начина-

ется разгрузка. Весь цилиндр снова ведет себя как упругое тело, но с 

накопленными пластическими деформациями, которые в процессе раз-

грузки уже не меняются. С уменьшением скорости вращения   переме-

щения и напряжения в цилиндре также уменьшаются. При некоторой 

скорости 
sp

  на внутренней поверхности может выполниться условие 

пластичности, и в цилиндре начнется вторичное пластическое течение, 

которое продолжится вплоть до полной остановки цилиндра. Характер 

вторичного пластического течения зависит от максимальной скорости 

max
 . Чем выше была скорость 

max
 , тем больше будет область вторич-

ного течения. Для достаточно больших значений 
max

  вторичное течение 

распространится на весь цилиндр. При малых 
max

  область вторичного 

течения не появится. При этом скорость 
sp

  также зависит от 
max

 .  

Интересно отметить, что в рассматриваемой задаче при определен-

ных значениях   и 
max

  возможно появление пластических областей, со-

ответствующих всем 12 возможным вариантам условия Треска (1.7). По 6 

областей на стадии нагружения и разгрузки. 

Далее каждая стадия процесса рассматривается подробно. 

Положим в (1.2) пластические деформации равными нулю. Преоб-

разуем уравнение равновесия (1.5) с помощью соотношений (1.2), (1.3) и 

получим уравнение равновесия в перемещениях (уравнение Ламэ): 
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( )( )

( )

2

2 2

1 1 21 1
.

1

u u
u

 


    

+ − 
+ − = − 

  −
 (1.12) 

Решение этого уравнения: 

 
( )( )

( )
31

2

1 1 21
,

8 1

D
u D

 
 

 

+ −
= + − 

−
 (1.13) 

где 
1 2
,D D  — константы интегрирования. 

Из решения уравнения (1.13) можно найти все остальные неизвест-

ные функции. Ограничимся здесь лишь напряжениями: 

 

( ) ( )( )
( )
( )

( ) ( )( )
( )
( )

( )

21 2

2

21 2

2

3 21
,

1 1 1 2 8 1

1 21
,

1 1 1 2 8 1

.

rr

zz rr

D D

D D





 

    


 

    

   

−
= − + − 

+ + − −

+
= + − 

+ + − −

= +

 (1.14) 

Воспользуемся граничными условиями (1.11) для определения кон-

стант интегрирования 
1 2
,D D : 

 

( )( )
( )

( )
( )( )

( )( )
( )

( )( )
( )

2

2

1 2

4

2 2

3 21 1 21
,

8 1 1 1 2

3 2 1 21 1 21
.

8 1 (1 1 2 )

D

D

  


  

   

  

− −+ −
= − 

− + −

− + −+ −
= 

− + −

 (1.15) 

Найденное упругое решение (1.13)–(1.15) справедливо для скоро-

стей вращения 
p

 . Условие пластичности впервые выполнится на 

внутренней поверхности  =  цилиндра, где напряжения удовлетво-

ряют неравенству rr zz
   = . Условие (1.7) запишется в виде: 

 1, 1.
rr zz rr 

   − = − =  (1.16) 

Преобразуем (1.16), используя (1.14), (1.15), и найдем скорость 
p

 , 

при которой на поверхности  =  начнется пластическое течение: 

 
( )
( )

( )( )
( )( )

2

2 4

1 1 21
4 .

1 2 3 2 2 1 2
p

v

 

   

+ −−
 =

− − − − −
 (1.17) 
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Ранее в работе [75] была найдена аналогичная величина для враща-

ющегося диска (плоское напряженное состояние) с жестким включением: 

 
( ) ( )

( )( ) ( )( )

2 2

2 2 2

1 1
4 .

1 1 3 1
p

  

    

− + +
 =

− − + + −
 

Когда скорость вращения   достигает критического значения 
p

  

на внутренней поверхности  =  цилиндра выполняется условие пла-

стичности (1.7). Вследствие этого в цилиндре появляются две области 

пластического течения, которые обозначим римскими цифрами I и II. 

Первая из областей соответствует ребру призмы Треска, а вторая — ее 

грани.  Напряжения в области ( )1
I        удовлетворяют неравенству 

rr zz
   = , а в области ( )1 2

II       неравенству 
rr zz

    . Также в 

цилиндре сохраняется упругая область ( )2
1   .  

Характер дальнейшего развития пластического течения зависит от 

значения параметра  . Для   бо́льших некоторого переходного   вна-

чале ( )1
=  на внешней границе цилиндра 1 =  выполнится условие 

Треска в виде 1
rr

 − = , вследствие чего появится новая область пла-

стического течения (область III). Затем ( )2
=  на упругопластической 

границе 
2

 =  напряжение 


  сравняется с  
rr

  и условие пластичности 

примет вид 1,  1
zz rr zz

   − = − = . Геометрически это означает переход с 

грани призмы Треска на ребро. В результате появятся сразу две новые 

пластические области IV и V. Если же   , то пластические области в 

точках 1 =  и 
2

 =  появятся в обратном порядке. Далее предполагаем, 

что    . Значение   будет найдено позднее. 

С увеличением скорости вращения   упругая область уменьшается 

и, когда скорость достигает значения 
fp

  границы областей V и III встре-

чаются ( )4 5
 = , в результате чего цилиндр полностью переходит в со-

стояние пластичности. Кроме того, в точке 
4 5

  = =  появляется 
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пластическая область, соответствующая ребру условия Треска в форме

1, 1.
rr zz 

   − = − =  Последующее увеличение скорости вращения не 

приводит к появлению новых областей, но границы между существую-

щими будут менять свое положение. При этом увеличиваться будут обла-

сти, соответствующие ребрам призмы Треска (области I, IV, VI).  

Рассмотрим подробно каждую область.  

Область I. Напряжения соответствуют ребру призмы Треска 

.
rr zz

   =  

Условие пластичности Треска в области I выполняется в виде: 

 1; 1.
rr rr zz

   − = − =   (1.18) 

Уравнение равновесия (1.5) с учетом (1.18) примет следующий вид: 

 
1

.rr



 


= − −


 

Решая последнее уравнение, найдем напряжения 
rr

  и далее с помо-

щью (1.18) найдем остальные компоненты напряжений , 
zz

  : 

 
2

1
ln ; 1.

2
rr zz rr

C



    = − − = = −  (1.19) 

где 
1
C  — константа интегрирования. 

Преобразуем уравнение (1.10) с учетом (1.19) и получим дифферен-

циальное уравнение для перемещения: 

 ( )( ) ( ) ( ) 2

1

3
1 2 3 2 3 1 2 ln 1 2 .

2

u u
C    

 


+ = − − − − − − 


 (1.20) 

Решение уравнения (1.20) имеет вид: 

 ( )( ) ( ) ( ) 32

1

1 3 3
1 2 6 1 1 2 ln 1 2 ,

4 2 8

C
u C      


= + − − − − − −   (1.21) 

где 
2
C  — константа интегрирования. 

Из решения (1.21) с помощью кинематических соотношений (1.2) 

найдем полные деформации. Упругие составляющие деформации опре-

делим из закона Гука (1.4) с помощью (1.19). И, наконец, пластические 
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деформации найдем, как разницу между полными и упругими: 

 

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )
( )

22

1 2

22

1 2

2

1

1 1 5
2 1 2 7 6 1 2 ln 1 2 ;

4 2 8

1 1 1
2 1 2 3 2 1 2 ln 1 2 ;

4 2 8

1 2
1 2 1 1 2 ln .

2

p

rr

p

p

zz

C
C

C
C

C v



      


      



    

= − − + − − − − − 

= − + − + − − + − 

−
= − − − + + − + 

 (1.22) 

В дальнейшем аналогичным образом будем определять полные де-

формации и их составляющие в других пластических областях. Заметим, 

что хотя в области I напряжения 


  и 
zz

  равны между собой, соответ-

ствующие пластические деформации p


  и p

zz
  различаются. 

Область II. В данной области напряжения удовлетворяют неравен-

ству 
rr zz

    , тогда условие течения запишется как 

 1.
rr zz

 − =  (1.23) 

Из ассоциированного закона пластического течения (1.8) следует: 

 , 0, .p p p p e

rr zz zz zz
    = − = = −  

С учетом кинематических соотношений (1.2) получим: 

 ,  .e e e

rr rr zz  
    = + =  

Используя закон Гука (1.4) и условие течения (1.23) найдем: 

 ( ) ( )1 2 1 2 ; 2 .
rr rr rr  
        + − = − − − =− +  (1.24) 

Из системы уравнений (1.24) и соотношений (1.23) выразим 

компоненты напряжений, как функции полных деформаций: 

 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

1 1
,

2 1 1 2 1 1 2 2

1
,

1 1 2 1 1 2

1.

rr rr

rr

zz rr



 


  

   

 
  

   

 

= + +
+ − + −

−
= +

+ − + −

= −

 (1.25) 

Преобразуем уравнение равновесия (1.5) с учетом (1.25): 

 ( ) ( )( ) ( )( )
2

2 2

1 1
2 1 1 1 2 2 1 1 2 .

u u u
     

    

 
+ − − = − + − − + − 

 
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Решая полученное уравнение, найдем перемещение: 

 
( ) ( ) ( )

( )( )
( )

2 1 2 1 3

3 4

2 1 1 2
1 ,

7 2
u C C

   
    



− − − + −
= + + + − 

+
 (1.26) 

где 
3 4
, C C  — константы интегрирования. 

Полные деформации найдем из (1.26) с помощью (1.2). Далее, ис-

пользуя (1.25) и (1.4), последовательно найдем напряжения и упругие де-

формации. Пластические составляющие определяются разницей между 

полными и упругими деформациями и имеют следующий вид 

 

( )( )
( )

1 2 1 1 2 1 2

3 4

3 1 2 11 1
;

7 22 2

0; .

p

rr

p p p

zz rr

C C 



  
   



  

− + − − − −
− +− −

= − − 
+

= = −

 (1.27) 

Интересно отметить, что в области II упругая деформация 
rr
e  отли-

чается от пластической p

rr
  лишь на постоянное слагаемое 1 + . 

Область III. Напряжения соответствуют грани призмы Треска 

zz rr
     и условие пластичности запишется в следующей форме 

 1.
rr

 − =  

С учетом последнего соотношения условие равновесия (1.5): 

 
1

.rr



 


= −


 

Решение предыдущего уравнения: 

 
2

5
ln , 1,

2
rr rr

C



   = + − = +  (1.28) 

здесь 
5
C  — константа интегрирования. 

Из ассоциированного закона течения (1.8), получим, что 

 , 0.p p p

rr zz
  = − =  

Отсюда вследствие плоского деформированного состояния: 

 0.e

zz
 =  

В результате найдем, что осевое напряжение определяется также, 

как и при чисто упругом деформировании: 

 ( ).zz rr 
   = +  (1.29) 
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Преобразуем уравнение (1.10) с учетом (1.28) и (1.29): 

 ( )( )( )2

5
1 2 1 1 2 2ln .

u u
C   

 


+ = − + + + −


  

Решая предыдущее уравнение, найдем перемещение: 

 ( )( ) 36

5

1
1 2 1 ln ,

4

C
u C     



 
= − − +  − − 

 
 (1.30) 

где 
6
C  — константа интегрирования. 

Тогда пластические деформации примут вид: 

 
( )( ) ( )



    


  

= − − − +  + −

= − =

2 26

2

1
1 2 1 1 ,

4

, 0.

p

rr

p p p

rr zz

C

 (1.31) 

Область IV. В данной области имеет место неравенство 

rr zz
  =  , условие пластичности Треска имеет вид: 

 1, 1.
rr zz zz

   − = − =  (1.32) 

Тогда уравнение равновесия (1.5) запишется, как: 

 .rr






= −


 (1.33) 

Из решения уравнения (1.33) с помощью (1.32) найдем распределе-

ние напряжений: 

 2

7
,,, 1

2
rr rr zz rr

C


     


= − = = −  (1.34) 

где 
7
C  — константа интегрирования. 

Далее подставим (1.34) в (1.10) и получим: 

 ( ) ( ) ( ) 2

7

3
3 1 2 1 2 1 2 .

2

u u
C   

 


+ = − − − − − 


 

Из последнего уравнения найдем перемещение: 

 ( ) ( )( )3

8 7

1 3 1
1 2 1 2 1 3 ,

8 2
u C C   


= − −  − − −  (1.35) 

здесь 
8
C  — константа интегрирования. 

Пластические деформации: 
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( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

2

8 72

2

8 72

2

7

1 5 1
1 2 1 1 2 ,

8 2

1 1 1
1 2 1 1 2 ,

8 2

1
1 2 1 1 2 .

2

p

rr

p

p

zz

C C

C C

C



   


   


   

= − − −  − − −

= + −  − − −

= −  + − −

 (1.36) 

Область V. Напряжения удовлетворяют неравенству 
rr zz

    , 

условие пластичности запишется следующим образом: 

 1.
zz

 − =  (1.37) 

Тогда из ассоциированного закона пластического следует: 

 0,  .p p p

rr zz
  = = −  

С помощью кинематических соотношений (1.2) получим: 

 ,  .e e e

rr rr zz 
   = = +  

Далее из закона Гука (1.4) и условия (1.37) получим систему  

 ( ) ( ) ( )( )1 , 1 2 1 1 .
rr rr rr
= − − − = − − + − −

   
            

Решая предыдущую систему уравнений, выразим напряжения че-

рез полные деформации: 

 

( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

1
,

1 1 2 1 1 2

1 1 1
,

1 1 2 2 1 1 2 2

1.

rr rr

rr

zz



 



 


   




 

 

 

 

 

−
= +

+ − + −

= + +
+ − + −

= −

 (1.38) 

Преобразуем уравнение равновесия (1.5) с помощью (1.38): 

 
( )

( )( )
( )

( )( )
( )

2

2 2

1 1 2 1 1 21 1 1 1

2 1 2 1 1

u u u    


       

+ − + − 
+ − = − 

  − − −
 

Из последнего уравнения найдем перемещение: 

 
( ) ( ) ( )

( )( )
( )

1 1

2 1 2 1 3

9 10

1 1 2
1 2

17 18
u C C

   
    



−
− − + −

= + + + − 
−

 (1.39) 

где 
9 10
, C C  — константы интегрирования.  
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Пластические деформации после преобразований примут вид: 

 
( ) ( ) ( )( )

( )
 

 

 
      



− + − −
− − + −

= = + −  = −
−

1 1
1 1

2 1 2 1 2

9 10
.

1 1 21 1
0, ,

2 2 17 18
p p p p

rr zz
C C  (1.40) 

Область VI. В данной пластической области напряжения соответ-

ствуют ребру призмы Треска 
rr zz

   = , следовательно условие пла-

стичности (1.7) принимает форму: 

 1, 1.
rr zz 

   − = − =  (1.41) 

С помощью (1.41) уравнение равновесия (1.5) принимает вид: 

 
1

.rr



 


= −


 

Используя решение предыдущего уравнения и условие пластично-

сти (1.41) найдем распределение напряжений: 

 



     = + − = + =

2

11
,ln , 1,

2
rr rr zz rr

C  (1.42) 

где 
11
C  — константа интегрирования. 

Уравнение на перемещения получим из (1.10) с учетом (1.42): 

 ( )( ) ( ) ( )    
 


+ = − + + − − − 



2

11
.

3
1 2 3 1 3 1 2 ln 1 2

2

u u
C  

Решение последнего уравнения: 

 ( )( ) ( ) ( )      


= + − − + − − −  312

11
,

1 3 3
1 2 6 1 1 2 ln 1 2

4 2 8

C
u C  (1.43) 

здесь 
12
C  — константа интегрирования. 

Соотношения для пластических деформаций: 

 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )



      


     


      

= − − −  + − + − + +

= + −  + − + − − −

= −  − − − − +

212

112

212

112

2

11

5 1 1
1 2 1 2 ln 1 2 2 5 ,

8 2 4

1 1 1
1 2 1 2 ln 1 2 2 1 1,

8 2 4

1
1 2 1 2 ln 1 2 .

2

p

rr

p

p

zz

C
C

C
C

C

 (1.44) 
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1.2.2 Стадия разгрузки и повторное пластическое течение 

Пластические деформации, накопленные при активном нагруже-

нии, в дальнейшем уже не меняются. Далее используется обозначение: 

 ( ).pr p

ij ij max
 =   (1.45) 

Преобразуем уравнение (1.5) с учетом соотношений (1.2), (1.45) и 

получим уравнение равновесия в перемещениях для стадии разгрузки: 

 

( )( )
( )

( )

( )
( )

( )
( )

( )

2

2 2

1 1 21 1
,

1

1 21
.

1 1

prpr pr

pr prrr zz

rr

u u
u p

p 



 
 

    

  
  

     

+ − 
+ − = −  +

  −

−   
= + + + − 
 −   − 

 (1.46) 

Поскольку слагаемое ( )p   в правой части уравнения (1.46) имеет 

разный вид в зависимости от пластической области, то уравнение необ-

ходимо решать отдельно в каждой области.  

 Общее решение неоднородного уравнения (1.46) имеет вид: 

 
( )( )

( )
( ) ( )3

1 1 2 2 2 1 1 2

1 1 21
,

8 1

p p
u B u B u u u d u u d

W W

   
  



+ −
= + −  + −

−
   (1.47) 

где 
1 2
, B B  — константы интегрирования, 

1 2
, u u  — фундаментальная си-

стема решений однородного уравнения (1.46), а W  — её вронскиан:  

   − −= = = −1 1

1 2
, , 2 .u u W  

Тогда решение (1.47) примет вид: 

 
( )( )

( )
( ) ( )3 2

1 2

1 1 21 1 1
.

8 1 2 2
u B B p d p d

  
      

  

+ −
= + −  + −

−
   (1.48) 

Отсюда с учетом (1.22), (1.27), (1.31), (1.36), (1.40), (1.44) получим 

распределение напряжений при разгрузке в каждой из областей  

Область I: 

 

( )( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

3

1 2

2

3

max

1 1 21 1

8 1

3 1 2 3 1 2 1 2
ln .

4 2 1

u B B
 

 
 

  
   



+ −
= + −  +

−

− − −
+ − − 

−
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Область II: 

 

( )( )
( )

( )( )
( )( )

3

3 4

2

2 2 2 2 3

3 4 max

1 1 21 1

8 1

9 1 1 2
.

8 1 7 2

u B B

C C 

 
 

 

 
  

 

− − −

+ −
= + −  +

−

+ −
+ + − 

− +

 

Область III 

 

( )( )
( )

( )( )
( )( )

( ) ( )
( )

3

5 6

2

3

max

1 1 21 1

8 1

1 1 2 1 2 1
1 1 2 ln

2 8 1

u B B
 

 
 

   
     



+ −
= + −  −

−

+ − − +
− + + − − 

−

 

Область IV 

 
( )( )

( )
( )
( )

2

3 3

7 8 max

1 1 2 1 21 1
.

8 1 4 1
u B B

  
  

  

+ − −
= + −  − 

− −
 

Область V 

 

( )( )
( )

( ) ( )
( )( )

3

9 10

2
1 1

32 2 2 2

9 10 max

1 1 21 1

8 1

1 2 1
.

8 1 17 18

u B B

C C 

 
 

 

 
  

 

−
− −

+ −
= + −  +

−

− +
+ + + 

− −

 

Область VI 

 

( )( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

3

11 12

2

3

max

1 1 21 1

8 1

3 1 2 3 1 2 1 2
ln .

4 2 4 1

u B B
 

 
 

  
   



+ −
= + −  −

−

− − −
− + − 

−

 

В предыдущих шести выражениях 
1 12
, ,B B  — константы интегри-

рования. Далее с помощью полученных соотношений последовательно 

вычисляются полные и упругие деформации, а также напряжения. Полу-

ченное решение справедливо до скорости вращения 
sp

 . В этот момент 

на внутренней поверхности цилиндра вновь выполнится условие текуче-

сти (1.7) (но в другом виде) и начнется повторное пластическое течение. 
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Повторное пластическое течение. Суммарные пластические де-

формации p

rr
  состоят из вторичных sp

rr
  и накопленных на стадии 

нагрузки ( )( )max

pr p

rr rr
 =   пластических деформаций: 

 ; ; .p sp pr p sp pr p sp pr

rr rr rr zz zz zz  
        = + = + = +  (1.49) 

В общем случае при повторном пластическом течении, как и при 

нагружении, появляется 6 пластических областей, которые занимают 

весь цилиндр. Обозначим их римскими цифрами от VII до XII. Области рас-

полагаются в следующем порядке: VII, VIII, X, XI, XII, IX. Разобьем области 

первичного и повторного течения на пары в порядке их расположения в 

цилиндре: (I, VII), (II, VIII), и т.д. Области в каждой паре соответствуют 

противоположным ребрам или граням призмы Треска. Например, если в 

области I справедливо неравенство  
rr zz

   = , то в области VII 

 
zz rr

  =  . Вследствие этого приращения пластических деформаций 

при нагружении и при разгрузке имеют противоположные знаки.  

Как будет показано далее уравнения относительно перемещений и 

напряжений в областях VIII, IX, XI зависят от накопленных пластических 

деформаций и их производных по радиальной координате. Вследствие 

этого необходимо отдельно искать решение в каждом непустом пересе-

чении указанных областей с областями первичного пластического тече-

ния I–VI и сращивать полученные решения на границах. В оставшихся 

областях VII, X, XII такой сложности не возникает, поскольку в них накоп-

ленные деформации pr

ij
  влияют только на распределение вторичных 

пластических деформаций sp

ij
 . Рассмотрим области повторного пласти-

ческого течения. 

Область VII 

Напряжения в данной области удовлетворяют неравенству 

zz rr
  =  . Отсюда следует условие текучести в виде: 

 1, 1.
zz rr rr

   − = − =  (1.50) 
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Уравнение равновесия (1.5) с учетом (1.50) принимает форму: 

 
1

.rr



 


= −


 

Из решения последнего уравнения с учетом условия пластического 

течения (1.50) найдем распределение напряжений: 

 
2

1
ln , 1.

2
rr zz rr

A



    = + − = = +  (1.51) 

где 
1
A  — константа интегрирования. 

Теперь из (1.10) с учетом (1.51) найдем уравнение: 

 ( )( ) ( ) ( ) 2

1

3
1 2 3 2 3 1 2 ln 1 2 .

2

u u
A    

 


+ = − + + − − − 


 

Отсюда перемещение: 

 ( )( ) ( ) ( ) 32

1

1 3 3
1 2 6 1 1 2 ln 1 2

4 2
,

8

A
u A      


= + − + + − − −   (1.52) 

где 
2
A  — константа интегрирования. 

Далее из (1.52) и (1.2) найдем полные деформации, а из (1.51) и (1.4) 

найдем упругие деформации. С помощью (1.49) и (1.2) определим вторич-

ные пластические деформации: 

 

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )( )
( )

1 22

2

1 22

2

2

1

7 6 2 4 1 2 5 1 2
ln ;

4 2 8

3 2 2 4 1 2 1 2
ln ;

4 2 8

1 2
1 1 2 (1 2 )ln .

2

sp pr

rr rr

sp pr

sp pr

zz zz

AA

AA

A

 

   
   



   
   




      

− + − − −
= − + + −  −

− − − − −
= − + +  −

−
= − − + − − − +  −

 (1.53) 

Область VIII 

Имеет место неравенство 
zz rr

    , следовательно условие те-

кучести принимает вид: 

 1.
zz rr

 − =  (1.54) 

Из ассоциированного закона течения (1.8) и (1.54) следует: 

 , 0.sp sp sp

rr zz 
  = − =  
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Отсюда с помощью кинематических соотношений (1.2) и разделе-

ния деформаций (1.49) найдем: 

 
  

     + = − − = −, .e e pr pr e pr

rr zz rrrr zz
 

Далее используя закон Гука (1.4) и условие (1.54) получим: 

 
( ) ( )2 1 2 1 ,

2 .

pr pr

rr rr zz

pr

rr

rr

  

     

   

− − = − − − −

− = − +
 

Решая вышеприведенную систему, найдем напряжения: 

 

( )( )
( )

( )( )
( )

( )( )

( )( )
( )

( )
( )( )

( )
( )( )

 



 

 
 


 

   


 

 

 
 

   









= − + − +
+ −

+ − −
+ − + −

= − +
+ −

−
+ − −

+ − + −

1 1 1

2 2 1 1 2

1 1
;

1 1 2 2 1 1 2

1 1 2

1
.

1 1 2 1 1 2

pr

rr rr

pr pr

zz

pr

rr

pr pr

z

r

z

r

rr

 (1.55) 

Уравнение равновесия (1.5) с учетом (1.55) примет вид: 

  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2 2

1 1
2 1 1 1 2 2 1 1 2 ;

2 1 2 2 1 2 .
pr prpr pr pr pr

rr zz rr zz

u u u
q

q  

      
    

    
   

     

 
+ − − = + − − + −  +

 

     
= + + + − + − −   

     

 

Решение предыдущего уравнения представлено ниже: 

 

( ) ( ) ( )
( )( )
( )

( )

( ) ( )
( )

( )
( )

2 1 2 1 3

3 4 1

2 1 2 1

2 1 2 1

1 1

1 1

2 1 1 2
1 ;

7 2

2 2 2
, .

u A A J

q q
J d d W

W W

 

 

 

 
     



  
    



− − −

− − −

− − −

+ −
= + − + −  +

+

−
= − = − 

 (1.56) 

В частности, в пересечении с областью I решение примет вид: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )
( )

( )
( )( )

( )

2 1 2 11 1 2

3 4 1

2

3 3

max

3
3 2 2 4

4

1 2 1 1 25 3
1 2 log 2 .

8 7 2 2 7 2

VIII I C
u A A C

 
    



  
    

 

− − − = + + − + + − + −

− + −
−  − − − 

+ +
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С другой стороны, в пересечении с областью II функция ( )1
J   в 

(1.56) обращается в ноль и решение (1.56) существенно упрощается: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )
( )

2 1 2 12 2 3

3 4

2 1 1 2
1 .

7 2
VIII IIu A A

   
    



− − −
+ −

= + − + − 
+

 

Область IX 

Данная область соответствует грани призмы Треска  
rr zz 

    , 

условие пластичности принимает вид 

 1.
rr 

 − =  (1.57) 

С учетом последнего соотношения условие равновесия (1.5) 

 
1

.rr



 


= − −


 

Решение предыдущего уравнения представлено ниже 

 


    = − − = −2

5
ln 2, 1,

rr rr
A  (1.58) 

где 
5
A  — константа интегрирования. 

Из ассоциированного закона течения (1.8) и (1.57), получим, что 

 , 0.sp sp sp

rr zz
  = − =  

Отсюда вследствие плоского деформированного состояния 

 .e pr

zz zz
 = −  

В результате найдем, что осевое напряжение определяется как 

 ( ) .pr

zz rr zz
v


   = + −  (1.59) 

Преобразуем уравнение (1.10) с учетом (1.58) и (1.59) 

 
( )( )( ) ( )( )

( )( ) ( )

5

2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 ln

1 2 1 1 2 pr

zz

u u
A    

 

    


+ = − + − − − + −



− − +  − −

 

Решая предыдущее уравнение, найдем перемещение: 

 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )

6

5

3

1 2 1 1 2 1 ln

1 1
1 2 1 1 2 ,

4
pr

zz

A
u A

d

      


     


= + − + − − + −

− − +  − − 

 (1.60) 
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здесь 
6
A  — константа интегрирования. 

Заметим, что в пересечении с областью III в полученном решении 

(1.60) последнее слагаемое обнулится, т.к. в области III 0pr

zz
 = . 

Область X 

Напряжения удовлетворяют неравенству 
zz rr 

   = . Условие 

пластического течения: 

 1, 1,
zz rr zz 

   − = − =  (1.61) 

Тогда уравнение равновесия (1.5) запишется аналогично области IV 

(уравнение (1.33)). Из решения уравнения (1.33) с помощью (1.61) 

найдем распределение напряжений: 

 
2

7
, , 1.

2
rr rr zz rr

A



    = − = = +  (1.62) 

где 
7
A  — константа интегрирования. 

Далее подставим (1.62) в (1.10) и получим: 

 ( ) ( ) ( ) 2

7

3
3 1 2 1 2 1 2 .

2

u u
A   

 


+ = − + − − − 


 

Из последнего уравнения найдем распределение перемещения 

 ( )( ) ( ) 3

8 7

1 1 3
1 2 1 3 1 2 ,

2 8
u A A   


= + − + − −   (1.63) 

где 
8
A  — константа интегрирования. 

Пластические деформации определяются зависимостями 

 

( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

2

8 72

2

8 72

2

7

1 5 1
1 2 1 1 2 ,

8 2

1 1 1
1 2 1 1 2 ,

8 2

1
1 2 1 1 2 .

2

sp pr

rr rr

sp pr

sp pr

zz zz

A A

A A

A

 

    


    


    

= − − −  + + − −

= + −  + + − −

= −  − + − −

 (1.64) 

Область XI 

Имеет место неравенство 


    ,
zz rr

 условие пластичности 

Треска принимает вид: 



Упругопластическая задача для идеального материала 36 

 1.
zz 

 − =  (1.65) 

Тогда из ассоциированного закона течения (1.8) следует 

 0, .sp sp sp

rr zz
  = = −  

Следующим шагом с помощью кинематических соотношений (1.2) 

и разделения деформаций (1.49) получим: 

 , .e pr e e pr pr

rr r rr zz zzr   
     = − + = − −  

Далее из закона Гука (1.4) и условия (1.65) получим уравнения 

 ( ) ( )2 , 2 2 1 1 .pr pr pr

rr rr rr zr zr   
        − = − + − + − = − − − −  

Решая предыдущую систему, выразим напряжения через полные 

деформации и накопленные пластические деформации: 

 

( )
( )( )

( )

( )( )
( )

( )( )

( )( )
( )

( )( )
( )

( )( )

1

1 1 2

,
1 1 2 1 1 2

1 1 2

1 1 1 1 1
,

2 1 1 2 2 1 1 2 2

1.

pr

rr rr

pr pr

zz

pr

rr

pr pr

z

z

r

rr

z

z

r

 



 













 

 
 

   


 



 
   









−
= − +

+ −

+ − −
+ − + −

= − +
+ −

+ − − −
+ − + −

= +

 (1.66) 

Преобразуем уравнение равновесия (1.5) с помощью (1.66) к виду 

 
( )

( )( )
( )

( )( )
( )

( )

( )
( )
( )

( )
( )

2

2 2

1 1 2 1 1 21 1 1 1

2 1 2 1 1

1 2 1 2

1 1 2 1

pr prpr pr pr pr

rr zz rr zz

u u u
s

v
s  

   
 

       

     


        

+ − + − 
+ − = − −  +

  − − −

− −     
= + + + − +   
 −   − −   

 

Решая последнее уравнение, получим распределение перемещения 

 

( ) ( ) ( )
( )( )
( )

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

 

 

 

 
     



   
    

−
− −

−
− −

−
− −

+ −
= + − + −  +

−

= − 

1 1

2 1 2 1 3

9 10 2

1 1

2 1 2 11 1

2 1 2 1

2

2 2

1 1 2
1 2 ;

17 18

,

u A A J

s s
J d d

W W

 (1.67) 
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В (1.67) 
( ) 

= −
−

2

2 1
.

1
W  Следует отметить, что в пересечении XI ⋂ 

V функция ( )2
J   обращается в ноль. 

Область XII 

В данной пластической области напряжения удовлетворяют нера-

венству 
rr zz 

  =  , следовательно условие Треска принимает вид 

 1; 1.
rr zz 

   − = − =  (1.68) 

Уравнение равновесия (1.5) с учетом (1.68) представлено ниже 

 
1

.rr



 


= − −


 

Используя решение предыдущего уравнения и условие (1.68) 

можно получить распределение напряжений 

 


      = − − = − =2

11
ln 2, 1, .

rr rr zz rr
A  (1.69) 

Уравнение на перемещение следует из (1.10) с учетом (1.69) 

 ( )( ) ( ) ( ) 2

11

3
1 2 3 1 3 1 2 ln 1 2

2

u u
A    

 


+ = − − − − − − 


 

Решение последнего уравнения имеет вид 

 ( )( ) ( ) ( )312

11

1 3 3
1 2 6 1 1 2 1 2 ln .

4 8 2

A
u A      


= + − + − −  − −  (1.70) 

В (1.69) и (1.70) 
11 12

,A A  — константы интегрирования. 

Из (1.70), (1.49), (1.4) и (1.2) можно найти 

 

( )( ) ( )

( ) ( )

( )( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

12

112

2

12

112

2

2

11

1 1
1 2 1 2 3 4

4 2

1 5
1 2 ln 1 2 ,

2 8

1
1 2 1 2 1

4

1 1
1 2 ln 1 2 ,

2 8

1
1 2 1 2 ln 1 2 .

2

sp

rr

pr

rr

sp

pr

sp pr

zz zz

A
A

A
A

A





  


    

 


    

       

= − + − + − − −

− − − −  −

= + − + + −

− − + −  −

= − − − + − + −  −

 (1.71) 
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1.2.3 Примеры расчетов 

Рассмотрим следующие параметры задачи: 0.2,  0.3 = = . Примем, 

что максимальная скорость вращения цилиндра 18.5597
max

 = . При ско-

ростях 0
p

  цилиндр деформируется упруго. График зависимости 

скорости 
p

  от   для вращающегося цилиндра и диска при 0.3 =  пред-

ставлен на рис. 1.2. При выбранных параметрах пластическое течение в 

цилиндре начнется при 3.0664
p

  . Эволюция пластических областей 

изображена на рис. 1.3. Упругое решение (1.13)–(1.15) для скорости вра-

щения =
p
 изображено на рис. 1.4 в виде графиков напряжений.  

 
Рис. 1.2 — Зависимость p  от   при 0.3 = . 

 

Рис. 1.3 — Эволюция пластических областей на стадии нагрузки. 
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(а) (б) 

Рис. 1.4 — Упругое решение при p= :  

(а) напряжения; (б) перемещение и полные деформации.  

Упругопластическое деформирование цилиндра происходит 

вплоть до скорости вращения 
fp

 , после чего цилиндр полностью пере-

ходит в состояние пластичности. При скоростях 
1 2
, ,

fp
    появляются 

новые пластические области. Весь процесс накопления пластических де-

формаций состоит из четырех стадий: ( )1
,  ,

p
   ( )1 2

,  ,   ( )2
,  ,

fp
   

( ), 
fp max

  , каждая из которых отличается своей конфигурацией обла-

стей. Решение на каждом этапе пластического течения содержит неиз-

вестные константы интегрирования  , 
i i
C D , и координаты 

i
  границ 

между областями. Для вычисления указанных величин используются 

граничные условия задачи (1.11), а также по 3 условия непрерывности на 

каждой границе. Подходящий выбор трех условий на границе обеспечи-

вает на ней непрерывность всех функций. Получаемая система алгебраи-

ческих уравнений является линейной относительно , 
i i
C D  и нелинейной 

относительно 
i

 . Ее решение осуществляется следующим образом. На 

каждом интервале часть уравнений выбирается для точного выражения 

констант интегрирования через координаты 
i

 , скорость вращения  , а 

также параметры задачи ,   . Получаемые формулы являются крайне 

громоздкими и приводиться не будут. Далее в оставшиеся уравнения 
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подставляются выражения для , 
i i
C D  и числовые значения параметров 

,  .  В результате имеем систему нелинейных уравнений вида 

( )21
, , , 0

i
F  =  , которая решается с помощью метода Ньютона для вы-

бранных значений скорости   внутри интервала. Вычисление 
1 2
, ,

fp
    

и   требует дополнительных условий. На интервале  
1p
 имеем: 

• Пластическая область I ( )1
;     

• Пластическая область II ( )1 2
;     

• Упругая область( )2
1 .    

Найденное в разделе 3 решение для указанных областей содержит 

неизвестные константы интегрирования 
1 2 3 4 1 2
,  ,  ,  ,  , C C C C D D  а также гра-

ницы 
1 2
,   . Для вычисления перечисленных величин составим систему: 

 
1

2

:  0,

: ,   ,  ,

:  ,  ,  1,

1:  0.

I

I II I II I II

rr rr

II el II el el el

rr rr rr zz

el

rr

u

u u

u u

 

 

     

     

 

= =

= = = =

= = = − =

= =

 

Здесь и далее верхний индекс в названии функции обозначает об-

ласть. Уравнения №6 и 7 выберем для расчета неизвестных границ  
1 2
,  .  

При скорости вращения 
1

  либо на внешней границе цилиндра 

1= , либо на упругопластической границе 
2

=   появится новая об-

ласть (области) пластического течения. Как было сказано ранее, какой из 

двух вариантов будет реализован зависит от параметра  . Для определе-

ния переходного значения   составим нелинейную систему относи-

тельно 
1 2 1
,  , ,   : 

 2
:   , , 1,

1:  1.

II II II el el el

rr rr rr rr zz

el el

rr





       

  

= = = − =

= − =
 (1.72) 

Решая вышеприведенную систему, найдем, что 0.1908 . Таким 

образом для выбранного значения 0.2=    при скорости вращения 
1

  
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на внешней границе цилиндра 1=  выполнится условие пластичности в 

виде 1el el

rr
− =


   и появится область III. Для определения 

1
  воспользу-

емся упрощенной системой (1.72), из которой исключим первое уравне-

ние. Ее решение: 
1 2 1

0.256,  0.509,  7.5206     . Решение на первой 

стадии пластического течения представлено на рис. 1.5 в виде графиков 

напряжений и пластических деформаций для скорости вращения 7= . 

  
(а) (б) 

Рис. 1.5 — Решение при 7= : (а) напряжения; (б) пластические деформации. 

  
(а) (б) 

Рис. 1.6 — Решение при 9= : (а) напряжения; (б) пластические деформации. 

В следующем интервале скоростей 
1 2

   цилиндр состоит из 

перечисленных ниже областей: 

• Пластическая область I ( )1
;     

• Пластическая область II ( )1 2
;     
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• Упругая область( )2 3
;     

• Пластическая область III ( )3
1 .    

Решение в данных областях содержит неизвестные константы ин-

тегрирования 
1 6 1 2

  ,  , C C D D−  и координаты границ 
1 2 3
,  ,  .    Для их вычис-

ления воспользуемся системой 

 

1

2

3

:  0,

: ,  ,   ,

:  ,   ,   1,

: ,   ,   1,

1:  0.

I

I II I II I II

rr rr

II el II el el el

rr rr rr zz

el III el III el el

rr rr rr

III

rr

u

u u

u u

u u

= =

= = = =

= = = − =

= = = − =

= =

 



 

     

     

     

 

 

В данной системе уравнений №5, 6 и 9 используются для вычисле-

ния границ 
1 2 3
,  ,  .    При скорости 

2
  на упругопластической границе 

2
=   радиальное и тангенциальное напряжения станут равны, что при-

ведет к появлению пластических областей IV и V. Для вычисления 
2

  со-

ставим систему нелинейных уравнений, в которую в качестве 

неизвестных также входят координаты 
1 2 3
,  ,    : 

 2

3

:  ,  , 

: ,

,II el II II II el

rr rr rr

el III

rr rr

u u= = = =

= =


     

   
 

Решение приведенной системы:  

 
1 2 3 2

0.256,   0.512,   0.997,  7.5773       .  

Как видим скорости 
1 2
,   различаются незначительно, поэтому 

области III, IV и V появляются практически одновременно. 

В интервале от 
2

  до 
fp

  цилиндр состоит из областей: 

• Пластическая область I ( )1
;     

• Пластическая область II ( )1 2
;     

• Пластическая область IV ( )2 3
;     

• Пластическая область V ( )3 4
;     
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• Упругая область ( )4 5
  ;     

• Пластическая область III ( )5
1 .    

Для вычисления неизвестных констант интегрирования 
1 10

 C C− , 

1 2
, D D  и координат 

1 2 3 4 5
,  ,  , ,       сформулируем систему уравнений: 

 

1

2

3

4

5

: 0,

:  ,  , 

: ,  ,  ,

: ,  ,  ,

: ,  ,  1,

: ,  , 

,

I

I II I II I II

rr rr

II IV II IV II IV

rr rr

IV V IV V IV V

rr rr

V el V el el el

rr rr zz

el III el III el el

rr rr rr

u

u u

u u

u u

u u

u u

= =

= = = =

= = = =

= = = =

= = = − =

= = = −

 

 

 





 

     

     

     

     

      1,

1: 0.III

rr

=

= = 

 

При =
fp

 упругая область исчезает и появляется область пласти-

ческого течения VI. Для определения 
fp

  используем систему уравнений: 

 

1

2

3

4

5

4 5

:  ,

: ,

: ,

: ,

: ,

.

I II

II IV

IV V

V el

el III

rr rr

u u

= =

= =

= =

= =

= =

=

 

 

 

   

   

   

 

   

 

 

Решая вышеприведенную систему, найдем предельную скорость 

9.2798
fp

  , при этом координаты границ имеют следующие значения  

 
1 2 3 4 5

0.267,   0.461,   0.546,  0.904.   =       

Решение для интервала 
2 fp

   представлено на рис. 1.6 в виде 

графиков напряжений и пластических деформаций для скорости 9= . 

При скоростях выше предельной цилиндр полностью находится в 

пластическом состоянии и делится на следующие области: 

• Область I ( )1
;     

• Область II ( )1 2
;     



Упругопластическая задача для идеального материала 44 

• Область IV ( )2 3
;     

• Область V ( )3 4
;     

• Область VI ( )4 5
  ;     

• Область III ( )5
1 .    

Константы интегрирования 
1 12
C C−  и координаты 

1 2 3 4 5
,  ,  , ,       

границ между областями вычисляются с помощью системы уравнений: 

 

 

 

 

 

       

     

     

     

       

= = = = = =

= = = =

= = = =

= = = =

= = = = =
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5

:  0; : , , ;

: , , ;

: , , ;

: , , ;

: , ,   ; 1: 

I I II I II I II

rr rr

II IV II IV II IV

rr rr

IV V IV V IV V

rr rr

V VI V VI V VI

rr rr

VI III VI III VI III II

rr rr zz zz rr

u u u

u u
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u u

u u =0.I

 

Введем обозначения ( ) ( ) =  = ,ˆ ˆ
i i max i i max

С С . Установлено, что 

        

  −   −  

  −   −   −

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5 6

7 8 9 10 11 12

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0.296, 0.3815, 0.6259, 0.8057, 0.9562;

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ7.8444, 0.2184, 4.0499, 0.1204, 9.2798, 0.0148,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ8.9448, 0.2072, 3.0424, 0.1568, 9.2798, 0.259.

C C C C C C

C C C C C C

 

  
(а) (б) 

Рис. 1.7 — Решение при 
max

= : (а) напряжения; (б) пластические деформации. 

На рис. 1.7 показаны напряжения и пластические деформации при 

max
= . Тангенциальное напряжение в среднем является максимальным 

в цилиндре, а осевое — минимальным. Распределение радиального и осе-

вого напряжения близко к линейному. Максимумы напряжений и 



Упругопластическая задача для идеального материала 45 

пластических деформаций достигаются вблизи жесткого включения. 

Когда скорость вращения начинает уменьшаться в цилиндре проис-

ходит упругая разгрузка, в ходе которой первичные пластические дефор-

мации уже не меняются. Несмотря на то, что цилиндр снова 

деформируется чисто упруго, решение необходимо сращивать на грани-

цах ˆ
i

  между пластическими областями для определения констант инте-

грирования 
1 12

 B B− . Поскольку значения ˆ
i

  уже известны, на каждой 

границе достаточно лишь двух условий: непрерывность перемещения и 

радиального напряжения. Получаемая система является линейной, что 

позволяет выразить константы 
i
B  аналитически через    .ˆ , , , ,

i max
v  

Упругая разгрузка продолжится до 
sp

= , когда на внутренней поверх-

ности цилиндра начнется повторное течение и одновременно появятся 

области VII и VIII. Скорость 12.4269
sp
  вычислялась из условия 

  : 1
zz rr rr

−== − =


      .  

Напряженно-деформированное состояние при 
sp

=  показано на 

рис. 1.8. Как видно из рис. 1.7а и 1.8а значения напряжений к началу по-

вторного пластического течения снизились примерно на четверть, при 

этом в окрестности жесткого включения осевое напряжение является 

максимальным, а радиальное минимальным. 

Эволюция областей повторного пластического течения при раз-

грузке представлена на рис. 1.9. Новые пластические области появляются 

на скоростях вращения 
3 4

, ,
sp

   . При 0=  весь цилиндр переходит в 

состояние пластичности и появляется область XII. Для вычисления неиз-

вестных констант интегрирования ,
i i
A B  и координат упругопластиче-

ских границ 
6 10
−   необходимо удовлетворить граничным условиям 

задачи (1.11), а также трем условиям непрерывности на каждой границе 

между вторичными пластическими областями и упругой областью. 
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Помимо этого, необходимо использовать по два условия непрерывности 

на границах между первичными пластическими областями. Следует от-

метить, что решение для разгрузки зависит от 
max

 , 
1 5
ˆ ˆ−   and 

1 12
ˆ ˆC C− . 

  
(а) (б) 

Рис. 1.8 — Напряженно-деформированное состояние при =sp : (а) напряжения; 

(б) перемещения и полные деформации. 

 
Рис. 1.9 — Эволюция пластических областей при разгрузке. 

Процесс повторного пластического течения разделяется на интер-

валы 
3

( )
sp

  , 
3 4

( )  , 
4

( 0)  . Численно установлено, что 

3
3.5186   and 

4
3.4051  . Тем не менее, могут появляться новые непу-

стые пересечения областей первичного и повторного течения, поэтому 

каждый интервал может разделяться в свою очередь на под-интервалы. 
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Далее рассматривается только состояние после остановки цилиндра. В 

интервале 
4

0   цилиндр состоит из 

• вторичная пластическая область VII (
6

    ); 

• вторичная пластическая область VIII (
6 7
    ); 

• вторичная пластическая область X (
7 8
    ); 

• вторичная пластическая область XI (
8 9
    ); 

• упругая область (
9 10
    ); 

• вторичная пластическая область IX (
10

1   ). 

Между пластическими областями есть непустые пересечения: 

 
, , ; ,

; , , .

VIII I VIII II VIII IV IX III

IX VI XI IV XI V XI VI

       

       
 

Найденное решение содержит константы интегрирования 
1 2
, A A , 

(1) (1)

3 4
, A A , (2) (2)

3 4
, A A , (4) (4)

3 4
, A A , (3) (3)

5 6
, A A , (6) (6)

5 6
, A A , 

7 8
, A A , (4) (4)

9 10
, A A , (5) (5)

9 10
, A A , (6) (6)

9 10
, A A , 

11 12
, B B  и координаты границ 

6 10
, ,  . Для вычисления перечисленных 

неизвестных величин используется система алгебраических уравнений: 
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Итоговые значения границ: 
6

0.2668 , 
7

0.4607 , 
8

0.546 , 

9 10
0.9036=   . Напряженное состояние после остановки изображено на 

рис. 1.10. Следует отметить, что в цилиндре появились зоны сжимающих 
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напряжений, а остаточное осевое напряжение является наибольшим.  Из 

рис. 1.7 и 1.10 видно, что при повторном течении пластические деформа-

ции около жестокого включения снизились более, чем в два раза и почти 

сравнялись с деформациями в окрестности внешней границы цилиндра.  

  
(а) (б) 

  
(в) (г) 

Рис. 1.10 — Напряженно-деформированное состояние при 0=  (остановка цилин-
дра): (а) напряжения; (б) перемещение и полные деформации; (в) вторичные пла-

стические деформации; (г) пластические деформации. 

На рис. 1.11 показано распределение перемещений на различных 

этапах процесса. Видно, что даже при максимальной скорости вращения 

перемещения в цилиндре остаются относительно небольшими. В рамках 

линейной теории (1.2) возможно рассмотрение и существенно бо́льших 

.
max

 Однако напряжения на внутренней границе цилиндра (рис. 1.7) до-

стигают значительных величин, поэтому при больших скоростях 
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вращения необходимо проверять выполнение критериев разрушения. 

 
Рис. 1.11 — Перемещения в цилиндре для разных  . 

1.3. Упругопластический анализ вращающегося сплошного 

цилиндра при условии Ишлинского-Ивлева (условии 

максимальных приведенных напряжений) 

1.3.1 Постановка задачи 

Рассматривается сплошной цилиндр с закрепленными концами. 

Цилиндр вращается вокруг собственной оси с угловой скоростью  , ко-

торая медленно меняется со временем, вследствие чего угловым ускоре-

нием можно пренебречь. В условиях плоской деформации и осевой 

симметрии вектор перемещений в цилиндре имеет только одну ненуле-

вую компоненту 
r
u . Введена цилиндрическая система координат , ,z   и 

безразмерные величины (1.1). Для решения используется постановка за-

дачи аналогичная использованной в предыдущем разделе. Определяю-

щая система уравнений включает кинематические соотношения (1.2), 

закон Гука (1.3), (1.4), уравнение равновесия (1.5) в радиальном направ-

лении и ассоциированный закон пластического течения (1.8). В качестве 

условия пластичности используется условие Ишлинского-Ивлева (усло-

вие максимальных приведенных напряжений [81, 85]) 
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( ) ( )

( ) ( )

1 2 3 2 1 3

1 2 3 2 1 3

1
1, если /2,

2

1
1, если /2,

2

− + =  +

+ − =  +

     

     

 (1.73) 

где 
1 2 3
, ,    – главные напряжения, упорядоченные по убыванию. По-

верхность текучести, соответствующая условию (1.73), далее называется 

призмой Ивлева. Использование условия (1.73) вместе с законом течения  

(1.8) приводит к пластической несжимаемости, поэтому объемная дефор-

мация является чисто упругой и справедливо уравнение (1.10). 

Граничные условия задачи имеют вид: 

 ( ) ( )= =0 0,  1 0.
rr

u  (1.74) 

Параметр нагружения   монотонно возрастает от 0 до некоторого 

max
 , а затем также монотонно убывает вплоть до полной остановки ци-

линдра. В начале нагружения цилиндр деформируется упруго. Затем, при 

p
=  в центре цилиндра 0=  впервые выполняется условие пластич-

ности (1.73), в результате чего появляется область пластического тече-

ния I. Дальнейшее увеличение параметра   приводит к постепенному 

уменьшению области упругого деформирования и при 
2p

=  на поверх-

ности 1=  появляется пластическая область II. Напряженное состояние 

в областях I и II соответствует разным граням призмы Ивлева. Когда   

достигает значения 
fp

  упругая область исчезает, весь цилиндр перехо-

дит в состояние пластичности, а между областями I и II появляется пла-

стическая область III, напряжения в которой лежат на ребре призмы 

Ивлева. Далее при 
2fp

=  напряжения на поверхности 1=  переходят 

на ребро призмы Ивлева, в результате чего возникает пластическая об-

ласть IV. При последующем увеличении параметра нагружения 
2fp

  

новые пластические области уже не появляются, но границы между су-

ществующими областями меняют свое положение, при этом 
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увеличиваются области III и IV, соответствующие ребрам поверхности 

(1.73). Величины 
2 2

, , ,
p p fp fp

     зависят от коэффициента Пуассона  . 

Как только параметр   начинает уменьшаться весь цилиндр вновь 

ведет себя, как упругое тело, но с накопленными пластическими дефор-

мациями, которые в процессе разгрузки уже не меняются. Если макси-

мальное значение параметра нагружения 
max

  было достаточно 

высоким, то в ходе разгрузки при 
sp

=  в центре цилиндра может 

начаться повторное (или вторичное) пластическое течение. В общем слу-

чае возможно появление четырех вторичных пластических областей V–

VIII в том же порядке, в котором появлялись первичные области I–IV. За-

метим, что области первичного и вторичного пластического течения со-

ответствуют противоположным граням и ребрам призмы Ивлева. В 

настоящем подразделе значение 
max

  выбрано таким образом, чтобы в 

момент остановки 0=  цилиндр полностью переходил в состояние по-

вторного пластического течения. Поэтому в цилиндре возникают только 

две из возможных четырех вторичных областей. При 
sp

=  в центре ци-

линдра появляется область V, и далее при 
2sp

=  на поверхности цилин-

дра появляется область VI. В момент остановки 0=  упругая область 

между вторичными областями V и VI исчезает. В следующих разделах по-

лучено решение для каждой области. Символы , , ,
i i i i
D C B A  обозначают 

константы интегрирования. 

1.3.2 Упругопластическое решение 

Распределение перемещений и напряжений во вращающемся ци-

линдре имеет вид (1.13), (1.14). Это решение справедливо только для ста-

дии нагрузки и параметра нагружения 0
fp

 . При чисто упругом 

деформировании (0 )
p

  константы 
1
,D  

2
D определяются из гранич-

ных условий (1.74) и имеют вид 
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( )( )( )

( )1 2

1 1 2 3 21
0, .

8 1
D D

+ − −
= = 

−

  


 (1.75) 

Пластическое течение зарождается в центре цилиндра 0= , где 

напряжения удовлетворяют неравенству 
rr zz
 =


   , а условие (1.73) 

принимает следующую форму 

 ( ) ( ) ( )0 0 2 0 2.
rr zz

+ − =


    (1.76) 

Используя (1.76) вместе с (1.14) и (1.75) найдем критическое 

значение параметра нагружения 
p

 , при котором в цилиндре начинается 

пластическое течение: 

 
( )

( )( )

8 1
.

1 2 3 2
p

−
 =

− −



 
 (1.77) 

Интересно отметить, что 
p

  имеет одно и то же значение (1.77) для 

условий пластичности Треска [63], Мизеса [86] и (1.73). 

В ходе разгрузки ( 0)
max

   в упругой области присутствуют пер-

вичные пластические деформации ( )pr p

ij ij max
=   , распределение которых 

известно и уже не меняется. Перемещение в упругой области имеет вид 

(1.48). Константы 
1 2
,B B  и интегралы в (1.48) вычисляются отдельно для 

каждой первичной пластической области I–IV. 

Рассмотрим каждую область пластического течения. 

Область I. В первой области пластического течения 

( )3 2 1 3
, /2

zz
=  +      и условие (1.73) принимает вид: 

 2 2.
rr zz
+ − =


    

Отсюда осевое напряжение: 
 ( )/2 1.

zz rr
= + −


    (1.78) 

Из закона течения (1.8) и условия плоской деформации следует: 

 , 2 , .p p p p e p

rr zz rr zz zz
= = − = −


       

С помощью последних выражений преобразуем кинематические 
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соотношения (1.2) и получим систему: 

 , .
2 2

e e

e ezz zz

rr rr
= + = +

 

 
     (1.79) 

Далее преобразуем (1.79) с помощью закона Гука (1.4) и выражения 

для осевого напряжения (1.78). Из полученной системы уравнений 

можно выразить радиальное и тангенциальное напряжение через пол-

ные деформации: 

 
( )( )

( ) ( )( )

( )( )
( ) ( )( )

1 1
5 4 1 8 ,

3 6 1 1 2

1 1
6 1 8 5 4 .

3 6 1 1 2

rr rr

rr

= + − − −
+ −

= − − − −
+ −



 

    
 

    
 

 (1.80) 

Перемещение определяется из решения уравнения равновесия 

(1.5) с учетом соотношений (1.80). 

 
( )( )

( )
3

1 2

1 1 21 3
.

4 5 4
u C C

+ −
= + − 

−

 
 

 
 (1.81) 

Оставшиеся неизвестные функции можно найти с помощью (1.78), 

(1.80) и (1.81). Полные деформации определяются из соотношений (1.2), 

а их упругие составляющие через обратный закон Гука (1.4). Пластиче-

ские деформации вычисляются, как разница между полными и упругими 

деформациями. 

Область II. Здесь ( )1 2 1 3
,  2=  +


     , поэтому условие пластич-

ности (1.73) примет вид: 

 2 2.
zz rr

− − =


    

Осевое напряжение вычисляется из предыдущего выражения: 

 2 2.
zz rr
= − −


    (1.82) 

Следствие ассоциированного закона пластического течения 

 , 2 .p p p p

rr zz zz
= = −


     

Напряжения можно выразить через полные деформации, также как 
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это было сделано для области I: 

 
( )

( )
( ) ( )

( )
5 41 1 2 1

2 , .
3 6 1 2 1 3 3 1 2

rr rr rr

 −
= − + + = + +  − + − 

  


     

  
 (1.83) 

Перемещение следует из уравнения (1.5) и соотношений (1.83) 

 
( ) ( )

( )
( )( )
( )

2 1 2 1

35 4 5 4

3 4

1 1 2
2 1 6 .

43 38
u C C

+ +
−

− −
+ −

= + + + − 
−

 

 
 

    


 (1.84) 

Область III. Напряженное состояние в этой области соответствует 

ребру призмы Ивлева и условие (1.73) имеет вид: 

 2 2, 2 2.
rr zz rr zz

− − = + − =
 

       

Из предыдущих соотношений следует: 

 
2 2

, .
3 3

rr zz rr
= + = −


     (1.85) 

Решая уравнение равновесия (1.5) с учетом (1.85) найдем: 

 2

6

2 1
ln .

3 2
rr

C= + −     (1.86) 

Далее с помощью (1.85) и (1.86) решим уравнение (2.2.7) и получим 

распределение перемещений: 

 ( )( ) ( ) ( ) 3

5 6

1 1 3
1 2 3 1 1 2 ln 1 2 .

2 8
u C C= + − − + − − −       


 (1.87) 

Область IV. Ход решения аналогичен области III. Напряжения соот-

ветствуют ребру призмы Ивлева, условие (1.73) имеет вид: 

 2 2, 2 2.
zz rr zz rr

− − = + − =
 

       (1.88) 

Из (1.88) следует: 

 
4 2

, .
3 3

rr zz rr
= + = +


     (1.89) 

Интегрируя уравнение равновесия (1.5) с учетом (1.89) найдем: 

 2

8

4 1
ln .

3 2
rr

C= + −     (1.90) 
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Перемещение следует из решения (1.10) с учетом (1.89) и (1.90): 

 ( ) ( ) ( ) 3

7 8

1 3 3
1 2 2 1 2 ln 1 2 .

2 8
u C C= + − + − − −       


 (1.91) 

Область V. В первой из областей повторного пластического тече-

ния ( )1 2 1 3
, /2

zz
=  +      и условие (1.73) имеет вид: 

 2 2.
zz rr
− − =


    (1.92) 

Осевое напряжение следует из (1.92): 

 ( )1 2.
zz rr
= + +


    (1.93) 

Вследствие ассоциированного закона пластического течения и 

условия плоской деформации получим: 

 
1

, .
2

sp sp sp sp e pr

rr zz zz zz zz
= = − = − −


       (1.94) 

Кинематические соотношения (1.2) с учетом (1.94) примут вид: 

 
1 1 1 1

, .
2 2 2 2

pr pr e e pr pr e e

r rr zz rr zz zz zr z
− − = + − − = +

  
           (1.95) 

Распределение напряжений следует из (1.95), (1.93), (1.2) и (1.4): 

 

( )
( )( )

( )

( )
( )( )

( )
( )

( )
( )( )

( )

( )
( )( )

( )
( )

5 41 1

3 6 1 1 2

1 81 1 1
,

6 1 1 2 3 1 2

1 81 1

3 6 1 1 2

5 41 1 1
.

6 1 1 2 3 1 2

pr

rr

pr pr

zz

pr

rr

pr pr

z

rr rr

r

z

r

−
= − + − −

+ −

−
− − −

+ − −

−
= − − − +

+ −

−
+ − −

+ − −





  











 




  




 



 









 (1.96) 

Уравнение равновесия с учетом (1.96) преобразуется к виду: 

 

( )( )
( )

( )

( )
( )
( )

( )
( )
( )

( )
( )

2

2 2

1 1 21 1
6 ,

5 4

1 2 1 8 11
6 2 .

5 4 5 4 5 4

prpr pr

pr pr rr zz

rr

u u
u p

p

+ − 
+ − = −  +

  −

− − + 
= − + − +

−  −  − 





 


 
 

  




 

  


     

 (1.97) 
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Перемещение найдем из решения уравнения (1.97): 

 
( )( )

( )
( ) ( )3 2

1 2

1 1 21 3 1
.

4 5 4 2 2
u A A p d p d

+ −
= + −  + −

−
 

  
      

  
 (1.98) 

Константы 
1 2
, A A  и интегралы в (1.98) вычисляются отдельно для 

каждого непустого пересечения области V с первичными областями I–IV. 

Область VI. В данной области 
3

, =


  ( )2 1 3
2 +   , поэтому усло-

вие пластичности (1.73) запишется, как: 

 2 2.
rr zz
+ − =


    

Осевое напряжение: 

 2 2 .
zz rr
= − +


    (1.99) 

Из ассоциированного закона пластического течения следует: 

 , 2 .sp sp sp sp

rr zz zz
= = −


     (1.100) 

Соотношения (1.2) с учетом (1.100) принимают вид: 

 , 2 2 .pr pr e e pr pr e e

rr zz rr zz z zrr z z
− + = − − − = +

  
           (1.101) 

Распределение напряжений определяется на основе (1.101), также 

как это было сделано ранее: 

 

( )
( )( )

( )

( )
( )

( )
( )( )

( )
( )

5 41 1

3 6 1 1 2

1 81 1 1
,

3 1 2 6 1 1 2

2 1 1
.

3 3 1 2

pr

rr rr rr

pr pr

zz

pr pr pr

rr rr zz

−
= + − +

+ −

−
+ − +

− + −

= − + − + − −
−

 

  


 

 


 

  

 








 

 (1.102) 

Уравнение равновесия с учетом (1.102) преобразуется к виду: 

 

( )
( )

( )( )
( )

( )

( )
( )
( )

( )
( )
( )

( )
( )

2

2 2

1 1 1 21 1 1
2 6 ,

5 4 5 4

1 2 1 1 81
3 2 .

5 4 5 4 5 4

prpr pr

pr pr rr zz

rr zz

u u
u q

q

+ + −   
+ − = −  + + 

  − −  

− + − 
= − + + −

−  −  − 



  
 

      

   
  

      

 (1.103) 

Перемещение следует из решения уравнения (1.103): 
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1 1 2
2 1 6 ,

43 38

2 12
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u A u A u J

u u W

u u
J u q d u q d

W W

 (1.104) 

Константы 
3 4
, A A  и интегралы в (1.104) вычисляются отдельно в 

каждом непустом пересечении области VI с первичными областями I–IV. 

1.3.3 Примеры расчетов 

Используется значение коэффициента Пуассона 0.3= .В соответ-

ствии с (1.77) пластическое течение начнется при 3.066
p

  . Максималь-

ное значение параметра нагружения 18.534
max

   определено численно. 

Безразмерным величинам 
p

  и 
max

  соответствуют угловые скорости 

13115 c
p

−  и 17659 c
max

− . Решение для 
p

=  показано на рис. 1.12. 

  
(а) (б) 

Рис. 1.12 — Упругое решение при p= : 

(а) напряжения; (б) перемещение и полные деформации. 

Процесс пластического деформирования ( )
p max

   делится на 

интервалы:
2

( )
p p

  , 
2

( )
p fp

  , 
2

( )
fp fp

  , 
2

( )
fp max

  , 

в каждом из которых цилиндр состоит из различных областей. Решение 

на каждом этапе пластического течения содержит неизвестные 
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константы интегрирования  
i
C , 

i
D , и координаты 

i
  границ между обла-

стями. Для вычисления указанных величин используются граничные 

условия (1.74) и по 3 условия непрерывности на каждой границе. Как по-

казано в [63] подходящий выбор трех условий на границе обеспечивает 

на ней непрерывность всех функций. Получаемая система алгебраиче-

ских уравнений является линейной относительно 
i
C , 

i
D  и нелинейной 

относительно 
i

 . На каждом интервале часть уравнений выбирается для 

точного выражения констант интегрирования через координаты 
i

 , па-

раметр нагружения  , а также параметр  . Получаемые формулы здесь 

не приводятся. Далее в оставшиеся уравнения подставляются выражения 

для 
i
C , 

i
D  и числовое значение параметра  . В результате имеем систему 

нелинейных уравнений вида ( )1
, , 0

i
F  = , которая решается с помо-

щью метода Ньютона для выбранных значений   внутри интервала. Вы-

числение величин 
2 2
, ,

p fp fp
    требует дополнительных условий. 

Рассмотрим подробно каждый интервал. Заметим, что в каждом из 

них 
1

0C = . В диапазоне 
2p p

   в цилиндре присутствуют:  

• пластическая область I ( )1
0   ; 

• упругая область ( )1
1   . 

Найденное решение для указанных областей содержит неизвест-

ные константы интегрирования 
1 2 1 2
, , ,C C D D  и координату границы 

1
 . 

Для определения оставшихся неизвестных составим систему уравнений: 

 1
:  ,  ,  2 2,

1:  0.

I El I El El El El

rr rr rr zz

El

rr

u u= = = + − =

= =


      

 
 

Для определения 
2p

  дополним предыдущую систему условием: 

 1:2 2.El El

zz
= − =


    

Отсюда найдем: 
2

8.135
p

  . Решение на первой стадии течения по-

казано на рис. 1.13 в виде графиков напряжений и деформаций. 
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(а) (б) 

Рис. 1.13 — Решение при 7= : (а) напряжения; (б) пластические деформации. 

В интервале 
2p fp

   цилиндр состоит из следующих областей: 

• пластическая область I ( )1
0   ; 

• упругая область ( )1 2
    ; 

• пластическая область II ( )2
1   . 

Решение в данных областях содержит неизвестные константы ин-

тегрирования 
2
C , 

3
C , 

4
C , 

1
D , 

2
D  и координаты границ 

1
 , 

2
 . Для вычисле-

ния остальных неизвестных воспользуемся системой: 

 

1

2

:  ,  ,  2 2,

:  ,  , 2 2,

1:  0.

I El I El El El El

rr rr rr zz

El II El II El El El

rr rr zz rr

II

rr

u u

u u

= = = + − =

= = = − − =

= =





      

      

 

 

Для определения 
fp

  предыдущую систему необходимо дополнить 

условием 
1 2
=  . Найдем, что 19.267 ( 5415 )

fp fp
с−   . Решение на вто-

рой стадии пластического течения представлено на рис. 1.14.  

В интервале 
2fp fp

   весь цилиндр находится в пластическом 

состоянии и делится на следующие области: 

• пластическая область I ( )1
0   ; 

• пластическая область III ( )1 2
    ; 

• пластическая область II ( )2
1   . 
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(а) (б) 

Рис. 1.14 — Решение при 9= : (а) напряжения; (б) пластические деформации. 

  
(а) (б) 

Рис. 1.15 — Решение при 12= : (а) напряжения; (б) пластические деформации. 

Константы интегрирования 
2
C , 

3
C , 

4
C , 

5
C , 

6
C , и координаты 

1
 , 

2
  

границ между пластическими областями вычисляются с помощью си-

стемы алгебраических уравнений: 

 

1

2

:  ,  , ,

:  ,  , ,

1:  0.

I III I III I III

rr rr

III II III II III II

rr rr

II

rr

u u

u u

= = = =

= = = =

= =

 

 

     

     

 

 (1.105) 

Для вычисления 
2fp

  систему (1.105) дополним условием: 

( )
   = = +1: /2.II II II

zz rr
 

Отсюда найдем 
2

12.118
fp

  . Решение на третьей стадии пластиче-

ского течения представлено на рис. 1.15 в виде графиков напряжений и 
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пластических деформаций для 12= . 

Наконец, в последнем интервале 
2fp max

   состоит из: 

• пластической области I ( )1
0   ; 

• пластической области III ( )1 2
    ; 

• пластической области II ( )2 3
    ; 

• пластической области IV ( )3
1   . 

Константы интегрирования 
82

C C−  и координаты 
31

−   границ 

между пластическими областями вычисляются с помощью системы: 

1 2

3

:  ,  , , :  ,  , ,

:  ,  .,, 1:  0

I III I III I III III II III II III II

rr rr rr rr

II IV II IV II IV IV

rr rr rr

u u u u

u u

= = = = = = = =

= = = = = =

   

 

           

       
 

На рис. 1.16а и рис. 1.17а представлено распределение напряжений 

и пластических деформаций в цилиндре при 
max

= . Из рис. 1.12–1.16 

видно, что в ходе нагрузки наибольшим является тангенциальное напря-

жение. При этом наименьшим напряжением практически везде за исклю-

чением небольшой области вблизи поверхности цилиндра является 

осевое напряжение. Схожая картина наблюдается для распределения 

пластических деформаций (рис. 1.12–1.15, рис. 1.17).  Далее параметр   

уменьшается и в цилиндре начинается разгрузка. Цилиндр снова дефор-

мируется чисто упруго, но решение, представленное выше, необходимо 

сращивать на границах ˆ
i

  между первичными пластическими областями 

для определения констант 
81

B B− . Аналогично подразделу 1.2 для этого 

используются непрерывность перемещения и радиального напряжения. 

Такая система является линейной, что позволяет выразить константы 
i
B  

аналитически через ˆ , ,
i max
   и  . Упругая разгрузка продолжится до 

sp
= , при которой на внутренней поверхности цилиндра начнется по-

вторное пластическое течение и появится область V. Значение 

16.868 ( 4662 )
sp sp

c−    найдено из условия (1.92). 
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(а) (б) 

Рис. 1.16 — Напряжения при max= : (а) условие Ивлева; (б) условие Треска. 

  
(а) (б) 

Рис. 1.17 — Пластические деформации при max= :  

 (а) условие Ивлева; (б) условие Треска. 

Повторное пластическое течение продолжится вплоть до полной 

остановки цилиндра. При 0=  цилиндр полностью переходит в состоя-

ние повторной пластичности. Решение в интервале 0
sp

   содержит 

неизвестные константы интегрирования
i
A , 

i
B  и границы 

4 5
,   между 

областями. Для определения неизвестных используются граничные 

условия, 3 условия непрерывности на границах между областями вторич-

ного течения и упругой областью. Также может возникнуть необходи-

мость использовать по 2 условия непрерывности на границах между 

первичными пластическими областями.  
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Вторичное пластическое течение разделяется на два интервала:

2 2
0,

sp sp sp
    . Численно найдено, что 

2
2.264

sp
  . Однако 

внутри интервала могут появляться новые непустые пересечения вто-

ричных и первичных пластических областей, поэтому каждый интервал 

в свою очередь может состоять из нескольких подинтервалов. 

Рассмотрим решение в момент остановки цилиндра. В интервале 

2
0

sp
   цилиндр состоит из следующих областей: 

• пластическая область V ( )4
0   ; 

• упругая область ( )4 5
    ; 

• пластическая область VI ( )5
1   . 

В момент остановки в цилиндре присутствуют следующие пересе-

чения областей первичного и вторичного течения: V I , V III ,VI III , 

VI II ,VI IV . Очевидно, что (1)

1
0A = . Для определения оставшихся кон-

стант интегрирования (1)

2
A , (3) (3)

1 2
, A A , (3)

3
A , (3)

4
A , (2)

3
A , (2)

4
A , (4)

3
A , (4)

4
A , 

1 2
, B B  и гра-

ниц 
4

 , 
5

  между областями используется следующая система условий: 

1 4

5 2

3

ˆ : , ; : ,  , 2 2;

ˆ:  ,  ,  2 2; : , ;

ˆ :

V I V III V I V III V III El V III El El El El

rr rr rr rr zz rr

El VI III El VI III El El El VI III VI II VI III VI II

rr rr zz rr rr rr

VI II V

u u u u

u u u u

u u

     

     



= = = = = = − − =

= = = + − = = = =

= =





          

          

  , ; 1:  0.I IV VI II VI IV VI IV

rr rr

   = = =


   

 

  
(а) (б) 

Рис. 1.18 — Остаточные напряжения ( )0 = : (а) условие Ивлева; (б) условие Треска. 
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(а) (б) 

Рис. 1.19 — Остаточные пластические деформации при 0= :  
(а) условие Ивлева; (б) условие Треска. 

Распределение остаточных напряжений и пластических деформа-

ций приведено на рис. 1.18а и рис. 1.19а. В ходе разгрузки (рис. 1.16а, 

рис. 1.18а) происходит перераспределение напряжений и в цилиндре по-

являются области сжимающих напряжений. Наибольшим остаточным 

напряжением является осевое, а наименьшим — тангенциальное. После 

повторного течения качественная картина распределения пластических 

деформаций почти не меняется, однако их величина уменьшается при-

мерно в два раза. Интересно отметить (рис. 1.18а), что после остановки в 

области 0 0.5   наблюдается равенство 
rr
=


  , хотя условие (1.92) в 

области V не накладывает такого ограничения.  

Для сравнения результатов используются работы [63–65], в кото-

рых аналогичная задача решается с помощью условия Треска. Установ-

лено, что цилиндр полностью переходит в состояние пластичности при 

8.445T

fp
=   [63, 64]. Максимальное значение параметра нагружения 

 , необходимое для полного повторного течения 16.892T

max
   [65]. Раз-

ница в значениях величин 
fp

  и 
max

 , вычисленных для условий Треска и 

Ишлинского-Ивлева, составляет около 10%. Распределение напряжений 

и пластических деформаций для сравниваемых условий пластичности 

при максимальном значении параметра нагружения изображено на 
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рис. 1.16 и рис. 1.17, а после остановки — на рис. 1.18 и рис. 1.19. Каче-

ственная картина напряженно-деформированного состояния для крите-

риев Треска и Ишлинского-Ивлева имеет существенные отличия. 

1.4. Упругопластический анализ вращающегося цилиндра с 

жестким включением при условии Ишлинского-Ивлева 

(условии максимальных приведенных напряжений) 

1.4.1 Стадия нагрузки 

Рассматривается упругопластическая задача для вращающегося ци-

линдра с жестким включением (рис. 1.1). Для решения используется по-

становка задачи из раздела 1.3. Система определяющих уравнений 

записана в безразмерных параметрах (1.1) и включает в себя кинемати-

ческие соотношения (1.2), связь между напряжениями и упругими дефор-

мациями (1.3), (1.4), уравнение равновесия в радиальном направлении 

(1.5) и ассоциированный закон течения (1.8), (1.9). Для расчета пластиче-

ских деформаций применяется условие максимальных приведенных 

напряжений (1.73). Граничные условия задачи имеют вид (1.11). 

На стадии нагрузки предполагается, что параметр нагружения   

возрастает от 0 до некоторого выбранного максимального значения 
max

.  

В общем случае для достаточно высоких значений 
max

 в цилиндре воз-

можно появление 6 пластических областей, соответствующих разным 

граням и ребрам призмы Ивлева (1.73). Для удобства пластические обла-

сти обозначаются римскими цифрами от I до VI в порядке их расположе-

ния в цилиндре (этот порядок, вообще говоря, не совпадает с порядком 

появления областей). Границы между областями будем обозначать в по-

рядке их расположения. Проекция напряженного состояния в цилиндре 

на девиаторную плоскость для разных значений параметра нагружения 

  схематично изображена на рис. 1.20. 
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(a) (б) (в) 

   

(г) (д) (е) 

   

(ж) (з) (и) 
Рис. 1.20 — Проекция напряженного состояния на девиаторную плоскость для раз-

ных значений параметра  : (а) p= ; (б) 1p  ; (в) 1= ; 

(г) 1 2  ; (д) 1= ; (е) 2 fp  ; (ж) fp= ; (з) 2fp= ; (и) 2fp . 

Вначале цилиндр деформируется чисто упруго, а при 
p

=  (рис. 

1.20а) на внутренней поверхности цилиндра =   выполняется условие 

пластичности (1.73) в виде соответствующем грани призмы Ивлева

( )1 2 1 3
, /2

rr
=  +      и появляется область пластического течения I. С 

увеличением параметра (рис. 1.20б)   упругопластическая граница 
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1
=   движется в сторону внешней поверхности цилиндра 1= . Далее 

при 
1

 =  (рис. 1.20в) напряженное состояние на упругопластической 

границе переходит на ребро ( )/2
rr zz

= +


    призмы Ивлева. В резуль-

тате этого в указанном месте появляются две новые пластические обла-

сти II и III. В первой из них напряженное состояние соответствует ребру 

( )/2
rr zz

= +


   , а во второй — грани ( )3 2 1 3
, /2

zz
=  +      призмы 

Ивлева. При последующем увеличении параметра   размеры пластиче-

ских областей I-III увеличиваются, а размеры упругой области уменьша-

ются (рис. 1.20г). В момент 
2

 =  на внешней поверхности цилиндра 

выполняется условие пластичности (1.73) в виде соответствующем 

грани 
1

,=


   ( )2 1 3
/2 +    (рис. 1.20д). Это приводит к появлению 

пластической области V. С увеличением параметра   упругая область 

между пластическими областями III и V уменьшается (рис. 1.20е). При 

fp
=  упругая область исчезает, весь цилиндр полностью переходит в 

пластическое состояние, а между областями III и V появляется пластиче-

ская область IV, напряжения в которой соответствуют ребру 

( )/2
rr zz
= +


    призмы Ивлева (рис. 1.20ж). Решение поставленной за-

дачи существует и для 
fp

 . При 
2fp

=  (рис. 1.20з) напряжения на 

внешней поверхности цилиндра переходят с грани 

( )1 2 1 3
, /2=  +


      на ребро ( )/2

zz rr
= +


    призмы (1.73), что 

приводит к зарождению пластической области VI. Дальнейшее увеличе-

ние параметра   не приводит к появлению новых пластических обла-

стей (рис. 1.20и), но границы между областями I-VI меняют свое 

положение, в частности увеличиваются области II, IV, VI, соответствую-

щие ребрам призмы (1.73). Таким образом, в общем случае процесс нагру-

жения цилиндра разделяется на следующие интервалы: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 2 2 max
0, , , , , , , , , , ,

p p fp fp fp fp
            (1.106) 
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Далее рассмотрим решение для упругой области и пластических об-

ластей I-VI. Упругое решение во вращающемся полом цилиндре с жест-

ким включением имеет вид (1.13)–(1.15). В работе [25] показано, что при 

использовании условия Треска пластическое течение начинается на 

внутренней поверхности цилиндра, а напряженное состояние в этой 

точке соответствует ребру призмы Треска. Как известно, призмы Треска 

и Ивлева (1.73), а также цилиндр Мизеса пересекаются в ребрах призмы 

Треска. Отсюда можно сделать вывод, что пластическое течение в цилин-

дре с жестким включением начинается в одном и том же месте и при од-

ной и той же скорости вращения для всех указанных условий текучести. 

Скорость начала пластического течения определяется из (1.17). 

Решение (1.13), (1.14) остается справедливым в упругои  области в 

течение всего процесса нагрузки. Однако константы интегрирования 

1 2
,D D  необходимо определять отдельно для каждои  стадии нагружения 

(1.106). Как было отмечено ранее, в общем случае в цилиндре возникают 

6 областеи  пластического течения, соответствующих разным граням и 

ребрам призмы Ивлева. Рассмотрим решение определяющеи  системы 

уравнении  в пластических областях I и II. Символами 
i
C   традиционно 

обозначены константы интегрирования. 

Область I. В этои  области имеют место соотношения 

( )1 2 1 3
, /2

rr
=  +     . Условие пластичности (1.73) имеет вид: 

 2 2.
rr zz
− − =


    (1.107) 

Из (1.107), используя ассоциированныи  закон течения (1.8), наи дем: 

 , 2 , .p p p p p e

zz rr zz zz zz
= = − = −


       (1.108) 

Соотношения (1.2) с учетом (1.108) преобразуются к виду: 

 
2 2 ,

.

e e

rr zz rr zz

e e

zz zz

+ = +

− = −
 

   

   
 (1.109) 

Далее из предыдущеи  системы с помощью обратного закона Гука 
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(1.4) наи дем распределение напряжении  в виде функции  от полных де-

формации . Распределение осевого напряжения следует непосредственно 

из условия пластичности (1.107): 

 

( ) ( )

( )
( )

( )( )

2 1 1 1 1

3 3 1 2 3 1 2

5 41 1 1 1
,

3 3 1 2 6 1 1 2

2 2.

,
rr rr

rr

zz rr

= + +
− −

−
= − + +

− + −

= − −



 



  
 


  

  

  

 (1.110) 

Перемещение определяется из уравнения равновесия (1.5) с учетом 

зависимостеи  (1.110): 

 ( )
( )( )
( )

5 4 5 4

2(1 ) 2(1 ) 2 3

1 2

1 1 2
2 1 6 .

13 22
u C C

− −
−

+ +
+ −

= + + + − 
+

 

 
 

    


 (1.111) 

Все остальные неизвестные функции определяются из (1.111). 

Область II. Напряженное состояние здесь соответствует призме 

Ивлева ( )/2,
rr zz rr zz

= +  
 

       , а условие пластичности (1.73) 

имеет вид: 

 
2 2,

2 2.

rr zz

rr zz

− − =

+ − =





  

  
 (1.112) 

Из условия (1.112) наи дем: 

 
2 4

, .
3 3

rr zz rr
= − = −


     (1.113) 

Решая уравнение равновесия (1.5) с учетом соотношении  (1.113) 

получим распределение радиального напряжения: 

   = −  −2 2

3

1 2
ln .

2 3
rr

C  (1.114) 

Дифференциальное уравнение на перемещение следует из пласти-

ческои  несжимаемости. В этом случае объемная деформация является чи-

сто упругои  и определяется соотношением (1.10), откуда с учетом (1.2), 

(1.113) и (1.114) наи дем: 
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 ( )( ) ( ) ( )3

2 3

4

1 1 3
1 2 3 1 1 .2 ln 1 2

2 8
u C C= + − − − − − −       


 (1.115) 

Оставшиеся функции определяются из (1.113)–(1.115). 

Решение для пластическои  области III имеет вид (1.78), (1.80), 

(1.81). Напряженное-деформированное состояние в области IV опреде-

лятся соотношениями (1.85)–(1.87). В области V решение записано в 

(1.82)–(1.84). Наконец, в области VI имеют место формулы (1.89)–(1.91).  

Константы интегрирования в областях III–VI обозначим символами 

5 12
, ,C C . На каждои  стадии упругопластического деформирования необ-

ходимо определить 2N констант интегрирования ,
i i
D C  и N-1 координату 

границ 
i

  между областями. В сумме 3N-1 неизвестных, где N — количе-

ство областеи  на данном интервале (1.106). Для определения указанных 

неизвестных составляется система алгебраических уравнении , включаю-

щая в себя граничные условия задачи (1.11), а также по 3 условия непре-

рывности на каждои  границе между областями. Очевидно, в даннои  

системе число уравнении  совпадает с числом неизвестных. Выбор усло-

вии  непрерывности на границах между областями не единственен, не-

произволен и должен обеспечивать непрерывность всех функции  во всем 

цилиндре. Далее используются условия непрерывности , ,
rr

u


   . Не-

трудно убедиться, что выбор данных условии  обеспечивает непрерыв-

ность всех функции  на границе. Полученная таким образом система 

алгебраических уравнении  является линеи нои  относительно констант 

интегрирования ,
i i
D C  и нелинеи нои  относительно координат границ 

i
 . 

На каждом интервале    получены точные аналитические выражения 

для констант интегрирования ,
i i
D C , которые здесь не приводятся. Коор-

динаты границ 
i

 определяются численно из решения нелинеи ного урав-

нения (системы уравнении ). Для вычисления переходных скоростеи  

1 2 2
, , ,

fp fp
      используются дополнительные условия. Рассмотрим 
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пример. В интервале ( )2
,

fp
    цилиндр состоит из: 

• Пластическая область I( )1
    ; 

• Пластическая область II( )1 2
    ; 

• Пластическая область III( )2 3
    ; 

• Упругая область( )3 4
    ; 

• Пластическая область V( )4
1   . 

Система уравнении  относительно неизвестных констант интегри-

рования 
1 2 1 2 3 4 5 6 9 10
, , , , , , , , ,D D C C C C C C C C   и координат границ

1 2 3 4
, , ,   

между областями имеет вид: 

 

1

2

3

4

: 0;

: , , ;

: , , ;

: , , ;

: , , ;

1: 0.

I

I II I II I II

rr rr

II III II III II III

rr rr

III EL III EL III EL

rr rr

EL V EL V EL V

rr rr

V

rr

u

u u

u u

u u

u u

= =

= = = =

= = = =

= = = =

= = = =

= =

 

 

 

 

 

     

     

     

     

 

 (1.116) 

Для определения критической скорости вращения 
fp

  приведен-

ная выше система дополняется условием
3 4
=  . Аналогичным образом 

определяются константы интегрирования ,
i i
D C , границы между обла-

стями
i

 и переходные скорости  
1 2 2
, ,

fp
    для других интервалов  пара-

метра нагружения   (1.106). Численные значения переходных скоростей 

1 2 2
, , ,

fp fp
     приведены далее. 

1.4.2 Стадия разгрузки 

На стадии разгрузки предполагается, что параметр нагружения   

монотонно убывает от 
max

 вплоть до полной остановки цилиндра. Далее 

используются обозначения: ( ) ( )ˆ, .pr p

ij ij max i i max
=  =      Если максималь-

ная скорость вращения 
max

 была достаточно высокой, то при 
sp

= на 
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внутренней поверхности цилиндра возникает вторичное (повторное) 

пластическое течение. В общем случае для достаточно высоких значений 

max
  в цилиндре возможно появление 6 вторичных пластических обла-

стей, соответствующих разным граням и ребрам призмы Ивлева. Области 

вторичного течения обозначаются римскими цифрами от VII до XII в по-

рядке их расположения в цилиндре. Границы между областями обознача-

ются 
i

  также в порядке их расположения. Вторичное пластическое 

течение в цилиндре в целом развивается аналогично первичному пласти-

ческому течению на стадии нагрузки. Однако, области I-VI первичного и 

области повторного VII-XII пластического течения соответствуют проти-

воположным граням и ребрам призмы Ивлева.  

В момент 
sp

=  на поверхности =   возникает область VII, соот-

ветствующая условию (1.73) в виде ( )3 2 1 3
, /2.

rr
=  +      Далее при 

3
 = напряженное состояние на упругопластической границе 

1
  пере-

ходит на ребро, в результате чего одновременно появляются две вторич-

ные пластические области. Напряжения в области VIII соответствуют 

ребру ( )/2, ,
rr zz zz rr

= +  
 

       а в области IX — грани 

( )1 2 1 3
, /2.

zz
=  +      С уменьшением   упругая область ( )3

1    в 

цилиндре уменьшается и при 
4

 =  на внешней поверхности цилиндра 

условие пластичности (1.73) выполняется в виде ( )
    =  +

3 2 1 3
, /2,  

в результате чего в указанном месте появляется вторичная пластическая 

область XI. Максимальная скорость вращения выбрана с тем расчетом, 

чтобы в момент полной остановки весь цилиндр переходил в состояние 

пластичности. Поэтому при 0=  упругая область между областями IX и 

XI исчезает и в точке 
3 4
=   возникает вторичная пластическая область X, 

соответствующая ребру призмы Ивлева ( )/2, .
rr zz zz rr
= +  

 
     

Таким образом процесс разгрузки состоит из следующих интервалов 
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( ) ( ) ( ) ( )      
max 3 4 3 4

, , , , , , 0, .
sp sp

  

Когда скорость вращения начинает уменьшаться, весь цилиндр 

вновь ведет себя как упругое тело, но с первичными пластическими де-

формациями, накопленными на стадии нагрузки в 6 областях пластиче-

ского течения. При 
max sp

  вращающийся цилиндр деформируется 

чисто упруго, а перемещение в нем имеет вид (1.48). Заметим, что выра-

жение (1.48) справедливо для любого условия пластического течения. 

Поскольку функция является кусочно-определенной, то ее необходимо 

вычислять отдельно в каждой области пластического течения. Для этого 

из решений для первичных областей I-VI, приведенных в разделе 1.4.1, 

можно получить распределение пластических деформаций в каждой об-

ласти. Далее, вычисляя функцию ( )p   найдем окончательно: 

Область I: 

 

( )( )
( )

( )( )
( )( )

2 3

1 2

25 4 5 4

2(1 ) 2(1 ) 2 3

1 2 max

1 1 21 1

8 1

1 1 235
;

8 1 13 22

u B B

C C
− −

+ +
−

+ −
= + −  +

−

+ −
+ + − 

− +

 

 

 
 

 

 
  

 

 

Область II: 

( )( )
( )

( )( )
( )
( )

  
     

  

+ − −
= + −  + − − − 

− −

2

2 3 3

a3 4

2

m x

1 1 2 1 21 1 1 1
1 2 1 2ln ;

148 1 2
u B B  

Область III 

 
( )( )

( )
( )( )
( )( )

2

2 3 2

5

3

max6

1 1 2 1 1 21 1 1
;

8 1 8 1 5 4
u B B

+ − + −
= + −  − 

− − −

   
  

   
 

Область IV 

 

( )( )
( )

( )( )
( )
( )

2 3

2

m

7

3

ax

8

2

1 1 21 1

8 1

1 21 1
1 2 1 2ln ;

2 4 1

u B B
+ −

= + −  −
−

−
− − − − 

−

 
 

 


   


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Область V 

 

( )( )
( )

( ) ( ) ( )( )
( )( )

2 3

22 1

2 35 4

m

9 10

9 a10 x

1 1 21 1

8 1

2 1 1 1 25
;

5 4 8 1 43 38

u B B

C C
+

−
−

+ −
= + −  +

−

+ + −
+ + − 

− − −





 
 

 

  
  

  

 

Область VI 

 

( )( )
( )

( )( )
( )
( )

2 3

11 12

2

2 3

max

1 1 21 1

8 1

1 21
1 2 1 2ln

14
.

u B B
+ −

= + −  −
−

−
− − − − 

−

 
 

 


   



 

В приведенных выше выражениях 
i
B — константы интегрирования. 

Скорость начала повторного пластического течения 
sp

  можно 

найти из решения уравнения ( ) ( ) ( )2 2.
zz rr

+ − =


       

Рассмотрим решение для вторичных пластических областей. 

Область VII. В этой пластической области имеют место соотноше-

ния ( )3 2 1 3
, /2.

rr
=  +      Условие пластичности (1.73) принимает вид: 

 2 2.
zz rr

+ − =


    (1.117) 

Используя ассоциированный закон пластического течения (1.8), 

найдем из соотношения (1.117): 

 , 2 , .sp sp sp sp sp e

zz rr zz zz zz
= = − = −


       (1.118) 

Соотношения (1.2) с учетом (1.118) преобразуются к виду: 

 
2 2 ,

.

pr pr e e

rr rr zz rr zz

pr pr e e

zz zz

− − = +

− − = −
  

    

    
 (1.119) 

Далее из системы (1.119) с помощью обратного закона Гука (1.4) 

найдем распределение напряжений в виде функций от полных и накоп-

ленных пластических деформаций. Распределение осевого напряжения 

следует непосредственно из условия пластичности (1.117): 
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( )
( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )
( )( )

( )
( )

( )( )

2 1 1 1 1 1 1

3 3 1 2 3 1 2 3 1 2

1 1 1

3 3 1 2

5 4 1 81 1
,

6 1 1 2 6 1 1 2

2 2.

,r

zz

zz

p pr pr

rr rr rr

pr

rr rr

pr pr

zz rr

= + − + − −
− − −

= − + − +
−

− −
− +

+ − + −

= − +

 



 



     
  

  


 
  

   

  

 (1.120) 

Перемещение определяется из уравнения (1.5) с учетом (1.120): 

 

( )
( )( )
( )

( ) ( )

( )
( )
( )

( )

2 3

1 1 2

1 2

2 1

5 4 5 4

2(1 ) 2(1 )

2

1 2

1 1 2
2 1 6

13 22

,

.

,

1 22 5

,

4 3 1
,

2(1 ) 2 1
z

pr

z

pr

u A u A u

u u
u d d u d d

W W

u u

W d

− −
−

+ +

+ −
= + − + −  +

+

+ −

−−
= = −

= =

+ +

 

 

 



 
  



   

 


  

   

 (1.121) 

Заметим, что поскольку функция ( )d  в решении является кусочно-

определенной, то решение (1.121) будет иметь разный вид в каждом не-

пустом пересечении области VI с областями первичного течения. 

Область VIII. Напряженное состояние в данной области соответ-

ствует ребру ( )/2,
rr zz zz zz

= +  
 

      призмы Ивлева, а условие 

пластичности (1.73) имеет вид: 

 2 2, 2 2.
zz rr zz rr

+ − = − − =
 

       (1.122) 

Из условия пластичности (1.122) найдем: 

 
2 4

, .
3 3

rr zz rr
= + = +


     (1.123) 

Решая уравнение равновесия (1.5) с учетом соотношений (1.123), 

получим распределение радиального напряжения: 

 
3

2 21 2
ln

2 3
rr

A= −  +    (1.124) 

Из уравнения (1.10) с учетом (1.123) и (1.124) найдем: 
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 ( )( ) ( ) ( ) 3

4 3

1 1 3
1 2 3 1 1 2 ln 1 2

2 8
u A A= + − + + − − −       


 (1.125) 

Область IX соответствует грани 
1

,
zz

=   ( )2 1 3
/2 +   призмы 

Ивлева, а решение в ней имеет вид (1.93), (1.96) и (1.98). Наконец, в обла-

сти XI имеют место соотношения ( )3 2 1 3
, /2=  +


     , а решение 

определяется (1.99), (1.102) и (1.104). Константы интегрирования в обла-

стях IX и XI обозначим символами 
5 8
, ,A A . Вычисление констант инте-

грирования ,
i i
B A , границ между областями

i
 , а также переходных 

скоростей 
3 4
,  в целом производится аналогично разделам 1.2 и 1.3.  

1.4.3 Примеры решения 

Рассмотрим значения параметров: 0.3, 0.2= =  . Предельная упру-

гая скорость вращения (1.17)   =3.07
p

. Переходные скорости вращения 

1
6.46,   

2
8.83,  10.62,

fp
 

2
13.16.

fp
 Максимальная скорость вра-

щения  
max

21.23 . Для условия Треска: 
max

9.28, 18.56
fp

    . Распреде-

ления напряжения и пластических деформаций для  =   
1 2 max
, , ,

fp
 

изображены на рис. 1.21–1.24. Видно, что осевое напряжение является 

наименьшим в большей части цилиндра. Пластические деформации до-

стигают максимума по абсолютной величине в окрестности включения.  

Переходные скорости для разгрузки имеют значения   ,15.1
sp

   
3 4

8.31, 3.58 . На рис. 1.25 показано распределение остаточных 

напряжений, перемещений, деформаций, вторичных пластических де-

формаций и остаточных пластических деформаций. Осевое остаточное 

напряжение является наибольшим. Пластические деформации суще-

ственно уменьшаются вследствие повторного течения. Распределение 

остаточных напряжений для условий Треска и максимальных приведен-

ных напряжений достаточно близко (рис. 1.10а и 1.25а), однако распреде-

ление пластических деформаций заметно отличается (рис. 1.10б и 1.25б).  
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(a) (б) 

Рис. 1.21 — Распределение (a) напряжений и (б) пластических деформаций при ско-
рости вращения 1 .=  

  
(а) (б) 

Рис. 1.22 — Распределение (a) напряжений и (б) пластических деформаций при ско-
рости вращения 2 .=  

  
(а) (б) 

Рис. 1.23 — Распределение (a) напряжений и (б) пластических деформаций при ско-
рости вращения .fp=  
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(а) (б) 

Рис. 1.24 — Распределение (a) напряжений и (б) пластических деформаций при ско-
рости вращения max .=  

  
(а) (б) 

  
(в) (г) 

Рис. 1.25 — Напряженно-деформированное состояние при 0= (остановка цилин-
дра): (а) остаточные напряжения; (б) перемещение и полные деформации; (в) вто-

ричные пластические деформации; (г) пластические деформации. 
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1.5. Выводы 

В первой главе найдены новые аналитические решения, описываю-

щие напряженно-деформированное состояние во вращающихся цилин-

драх с закрепленными торцами в процессе упругопластического 

деформирования. В качестве критериев пластичности использовались 

два кусочно-линейных условия, а именно, условие Треска и условие 

Ишлинского-Ивлева; материал цилиндров принимался идеальным. Рас-

сматривались стадии нагрузки и разгрузки, а максимальная скорость 

вращения выбирались с тем расчетом, чтобы после остановки весь ци-

линдр переходил в состояние пластичности.  

Установлено, что в ходе нагрузки в цилиндре может возникать 

сразу несколько пластических областей, соответствующих различным 

граням и ребрам условия пластичности.  Например, во вращающемся ци-

линдре с жестким включением в самом общем случае появляется шесть 

пластических областей, а в сплошном — четырех, одна половина которых 

соответствует ребрам призмы текучести, а другая — граням.   Эта законо-

мерность имеет место и для условия Треска, и для условия Ишлинского-

Ивлева. Процесс нагрузки, таким образом, разделяется на несколько ин-

тервалов, каждый из которых характеризуется определенной конфигура-

цией пластических областей. Для каждой из возможных пластических 

областей найдено точное аналитическое решение определяющей си-

стемы дифференциальных уравнений. Сформулированы системы алгеб-

раических уравнений для вычисления констант интегрирования и 

координат границ между областями.  

Результаты расчетов показали, что в цилиндре с жестким включе-

нием напряжения достигают максимума на внутренней поверхности ци-

линдра. В окрестности жесткого включения наибольшим является 

радиальное напряжение, в центре цилиндра — радиальное и тангенци-

альное, а в оставшейся части — тангенциальное. Пластические 
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деформации достигают наибольших по модулю значений в окрестности 

жесткого включения. При одинаковой скорости вращения условия 

Треска и Ишлинского-Ивлева предсказывают существенно разные рас-

пределения для напряжений и пластических деформация, однако их мак-

симальные значения оказываются достаточно близкими.  Как и 

ожидалось, критическая скорость, при которой весь цилиндр переходит 

в пластическое состояние, выше для условия Ишлинского-Ивлева. В слу-

чае сплошного цилиндра разница составляет около 10% , а для цилиндра 

с жестким включением при 0.2 =  — около 14% .  

Процесс нагрузки в начале является чисто упругим, а затем, если 

максимальная скорость вращения была достаточно высокой, в цилиндре 

происходит зарождение повторного пластического течения. Интересно 

отметить, что при нагрузке и разгрузке в цилиндре появляются пласти-

ческие области, соответствующие противоположным граням и ребрам 

поверхности текучести. Распределение остаточных напряжений для 

условий Ишлинского-Ивлева достаточно близко, распределение остаточ-

ных пластических деформаций отличается более существенно.  

Аналитические решения, найденные в первой главе, могут исполь-

зоваться при проектировании валов и маховиков, в частности, для 

оценки максимальной скорости вращения.   Кроме того, решения для ста-

дии разгрузки могут найти применение в моделировании технологии ро-

тационного автофретирования. В целом полученные результаты 

показали, что условия пластичности Треска и Ишлинского-Ивлева приво-

дят к заметным качественным и количественным отличиям в напря-

женно-деформированном состоянии вращающегося цилиндра. Этот 

вывод имеет большое практическое значение, поскольку для ряда мате-

риалов более адекватным оказывается условие Ишлинского-Ивлева [87]. 

Вопрос оценки влияния выбранного условия пластичности на упругопла-

стический отклик будет рассмотрен более подробно в следующей главе. 



 

2. Упругопластическая задача для упрочняющегося мате-

риала 

2.1. Введение 

Большинство конструкционных материалов в той или иной сте-

пени проявляют упрочнение, которое в свою очередь может оказывать 

существенное влияние на несущую способность конструкции. Эразлан 

представил решение [88] для вращающегося сплошного цилиндра, изго-

товленного из линейно-упрочняемого материала. Он рассматривал, как 

закрепленные, так и свободные торцы. В другой работе [86] Эразлан про-

вел подробный численный анализ вращающегося сплошного и полого 

цилиндров из нелинейно-упрочняемого материала. Математическая мо-

дель [86] основана на деформационной теории пластичности, условии 

Мизеса и законе упрочнения Свифта. Рассматривались оба типа торцевых 

условий. Полученные результаты показали, что параметры нелинейного 

упрочнения оказывают существенное влияние на распределение напря-

жений и деформаций в цилиндре, а также на критическую скорость вра-

щения цилиндра. Результаты Эразлана [86] расширены в работе [89], в 

которой найдено распределение остаточных деформаций во вращаю-

щемся нелинейно-упрочняемом цилиндре после его предварительного 

вращения с заданной скоростью. Рассматривались сплошные и полые ци-

линдры, как с закрепленными, так и свободными торцами. Получены 

критические скорости вращения цилиндра, при которых на стадии раз-

грузки не возникает повторное пластическое течение. Поскольку в рабо-

тах [86, 89] использовалось условие Мизеса и нелинейный закон 

упрочнения, то для решения авторы разработали численный алгоритм, 

основанный на методе стрельбы. Осесимметричные упругопластические 

задачи (полые цилиндр и сфера под действием внутреннего давления) с 

использованием степенного закона упрочнения рассматривались в [90–
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93], где для ряда частных случаев степенного параметра получены ана-

литические решения в замкнутом виде. Упругопластический анализ вра-

щающегося диска, посаженного с натягом на упругий вал, проведен в [94] 

на основе степенного закона упрочнения. В работе [94] получены анали-

тические решения для некоторых частных случаев степенного пара-

метра, а также приближенное аналитическое решение для общего случая. 

Ротационное автофретирование полого цилиндра с закреплен-

ными торцами, изготовленного из линейно-упрочняемого материала, 

изучалось в работе [56]. Авторы использовали условие пластичности 

Треска с учетом эффекта Баушингера. Проанализировано влияние упроч-

нения материала и эффекта Баушингера на оптимальные параметры ав-

тофретирования. Моделирование гидравлического автофретирования 

полых цилиндрических заготовок на основе условия Треска и новой мо-

дели нелинейного упрочнения выполнено в [95]. Авторами [96] разрабо-

тана комбинированная модель изотропно-кинематического упрочнения, 

параметры которой зависят от величины предварительно накопленной 

пластической деформации; построенная модель и условие пластичности 

Треска использовались для расчета ротационного автофретирования по-

лых заготовок с закрепленными торцами. Закон изотропного упрочнения 

в [95, 96] представляет собой сумму линейной функции и квадратного 

корня от эквивалентной пластической деформации и допускает получе-

ние аналитических решений в рассмотренных задачах. Результаты работ 

[56, 86, 88, 89, 96] показали, что упрочнение может оказывать существен-

ное влияние на упругопластический отклик вращающегося цилиндра, в 

особенности на распределение остаточных напряжений.  

В ходе эксплуатации вращающиеся элементы механизмов могут 

подвергаться температурному воздействию. В работах [97, 98] изучалось 

упругопластическое деформирование полого цилиндра при наличии ста-

ционарного температурного градиента, вызванного разницей 
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температур на внутренней и внешней поверхностях, в несвязной поста-

новке. Пластические деформации вычислялись на основе условия Треска, 

ассоциированного закона течения и модели линейного изотропного 

упрочнения. Механические и теплофизические параметры материала 

предполагались не зависящими от температуры. Авторами [97, 98] уста-

новлено, что температурное поле оказывает существенное влияние на 

напряженно-деформированное состояние вращающегося цилиндра. В 

частности, в [97] отмечено что, присутствие положительного градиента 

температуры приводит к существенному уменьшению скорости начала 

пластического течения и незначительному увеличению скорости, соот-

ветствующей полному переходу цилиндра в пластическое состояние. В то 

же время цилиндр, предварительно нагруженный отрицательным темпе-

ратурным градиентом практически до предела текучести, способен вы-

держивать значительные скорости вращения до зарождения 

пластического течения [98]. Влияние нестационарного температурного 

поля на упругопластическое деформирование вращающегося сплошного 

цилиндра рассматривалось в работе [99]. Авторы использовали условие 

Треска и модель идеального материала, предел текучести которого ли-

нейно уменьшается с ростом температуры. Предполагалось, что темпера-

тура внешней поверхности вначале возрастает до максимальной, затем 

сохраняет постоянное значение, после чего снижается до исходной. Уста-

новлено, что достаточный нагрев внешней поверхности может привести 

к зарождению пластического течения даже если скорость вращения ци-

линдра не превосходит предельную упругую скорость вращения. Инте-

ресно отметить, что пластическое течение появляется уже после того, как 

температура внешней поверхности начала снижаться. Этот эффект по 

всей видимости объясняется неоднородностью температурного поля и 

механических свойств цилиндра. Упрочнение полого цилиндра со сво-

бодными торцами с помощью комбинации ротационного и 
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температурного автофретирования исследовалось в [100], где установ-

лено, что неоднородное температурное поле в цилиндре позволяет со-

кратить скорость вращения при сохранении уровня упрочнения.  

Одним из способов повышений несущей способности конструкции 

и снижения ее веса является использование функционально-градиент-

ных материалов (ФГМ). Механические свойства ФГМ плавно меняются в 

зависимости от пространственных координат, что облегчает получение 

аналитического решения по сравнению с расчетом многослойных компо-

зитов. Упругопластический анализ вращающихся полых ФГМ-цилиндров 

с закрепленными торцами представлен в работах [101–103]. Результаты 

получены на основе условия пластичности Треска, материал цилиндра 

принимался идеальным. Использовалась степенная зависимость свойств 

материала от радиальной координаты цилиндра. В [101] данная зависи-

мость использовалась только модуля Юнга, в [102] для модуля Юнга и 

предела текучести. Авторы [103] предполагали, что все свойства матери-

ала, за исключением коэффициента Пуассона зависят от радиальной ко-

ординаты. Вращающийся сплошной ФГМ-цилиндр с закрепленными 

торцами, изготовленный из нелинейно упрочняемого материала изу-

чался в работе [104]. Анализ основан на деформационной теории пла-

стичности, условии пластичности Мизеса и законе упрочнения Свифта. 

Для модуля Юнга, предела текучести, коэффициента Пуассона и плотно-

сти материала использовалась квадратичная зависимость от радиальной 

координаты. Для решения разработан численный алгоритм на основе ме-

тода стрельбы.  Полученные результаты [101–104] показывают, что не-

однородность материала оказывает существенное влияние на 

напряженное состояние в цилиндре. Более того, подходящим выбором 

распределений механических свойств материала можно значительно по-

высить максимальную скорость вращения ФГМ-цилиндра. Влияние раз-

мерного эффекта на упругопластический отклик вращающегося полого 
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цилиндра из функционально-градиентного материала изучалось в ра-

боте [105] на основе градиентной теории пластичности деформацион-

ного типа, условия Мизеса и закона линейного изотропного упрочнения. 

Установлено, что градиентная теория предсказывает замедление пласти-

ческого течения в цилиндре по сравнению с классическими решениями, 

однако этот эффект проявляется только в микромасштабе и для цилин-

дров с внутренним радиусом свыше 500 мкм разница между градиентной 

и классической теориями практически исчезает. 

Применение более сложных моделей материалов затрудняет рас-

чет напряжений во вращающихся цилиндрах, что приводит к необходи-

мости использования численных методов. Следует отметить публикации 

[106–108], посвященные исследованию вращающихся полых цилиндров 

из нелинейно упрочняющегося материала в рамках жесткопластического 

анализа. Авторы использовали теоремы предельного пластического со-

стояния. В работе [106] использовалось условие пластичности Мизеса и 

экспоненциальный закон упрочнения Восе. В [107] дополнительно учи-

тывалась вязкость материала, а в [108] — пластическая анизотропия. Для 

решения в [106–108] использовался метод конечных элементов. Для ряда 

значений параметров найдены замкнутые аналитические решения.  

Подробный обзор работ, посвященных упругопластическому ана-

лизу вращающихся цилиндров, показывает, что для расчета обычно ис-

пользуются условия Треска и Мизеса. Результаты расчетов показывают, 

что напряженное состояние в цилиндре существенно зависит от условия 

пластичности. В [109] предложено общее кусочно-линейное условие: 
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где 0
, ,

t c
    — предел текучести при одноосном растяжении, одноосном 

сжатии и на сдвиг соответственно. 

Выражение (2.1) определяет не одно, а множество кусочно-линей-

ных условий пластичности, зависящее от параметров   и b . Эти пара-

метры определяются из базовых одноосных экспериментов и могут 

рассматриваться в качестве механических характеристик материала. В 

частных случаях условие (2.1) описывает многие известные условия пла-

стичности. Например, при 1 =  и 0b=  условие (2.1) сводится к условию 

Треска, при 1 =  и 1b=  к условию Ишлинского-Ивлева. В целом при 

1 =  условие (2.1) описывает материалы, чьи пластические свойства 

одинаковы при растяжении и сжатии. Частный случай 1   и 0b=  соот-

ветствует условию Мора-Кулона. При 1   и 1b=  условие (2.1) сводится 

к обобщенному условию Ишлинского-Ивлева. Подходящим выбором ко-

эффициентов   и b  из общего кусочно-линейного условия (2.1) можно 

получить достаточно точные аппроксимации нелинейных условий пла-

стичности, например Мизеса и Друкера-Прагера. 

Общее кусочно-линейное условие пластичности (2.1) описывает 

чрезвычайно широкий класс материалов. Главное ограничение состоит в 

том, что пластические свойства материала должны быть изотропны и не 

зависеть от гидростатического давления. В последние годы получен ряд 

универсальных решений на основе общего условия (2.1). Отличительная 

особенность таких решений заключается в том, что они обобщают ранее 

полученные результаты для классических условий пластичности. Ма 

[110] использовал частный случай 1 =  условия (2.1) для расчета пре-

дельного пластического состояния вращающегося сплошного и полого 

диска. Авторы использовали модель идеального пластического тела. Их 

решение ограничивается расчетом напряженного состояния. Упругопла-

стический анализ вращающегося сплошного цилиндра с закрепленными 

торцами представлен в [111]. Авторы предполагали, что 1 =  (2.1), а 
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материал цилиндра принимался идеальным. Полученное решение спра-

ведливо для стадии нагрузки вплоть до полного перехода цилиндра в со-

стояние пластичности. В работах [112–114] изучались полые цилиндры, 

находящиеся под действием внутреннего давления. В [112, 114] условие 

(2.1) использовалось в общем виде, а в [113] предполагалось, что 1 = . 

Особое внимание в [112–114] уделено расчету зависимостей критиче-

ского давления от параметров материала.  

Общее кусочно-линейное условие (2.1) также использовалось для 

упругопластического расчета предельной нагрузки локтевого соедине-

ния [115] и покрытия [116], для упругопластического анализа изогнутой 

балки [117]. Работы [118, 119] посвящены упругопластическому анализу 

многослойных полых цилиндров под действием внутреннего давления. 

Пластическое деформирование и предельная несущая способность кру-

говых пластин изучались в [120, 121]. Условие (2.1) также находит при-

менение при решении задач геомеханики. В работе [122] в рамках 

градиентной теории пластичности рассматривалась задача о буровой 

скважине. Упругопластическому расчету тоннелей посвящены работы 

[123–126]. Общее кусочно-линейное условие (2.1) также может использо-

ваться для решения задач в рамках неассоциированных моделей пласти-

ческого течения [127]. В работах [128, 129] показано, что общее кусочно-

линейное условие (2.1) может быть реализовано численно с помощью ме-

тода конечных разностей или метода конечных элементов. 

Настоящая глава посвящена анализу влияния промежуточного 

главного напряжения, а также изотропного упрочнения (линейного и не-

линейного) на упругопластический отклик вращающихся цилиндров. В 

разделе 2.2 представлено универсальное аналитическое решение для об-

щего кусочно-линейного условия пластичности в условиях обобщенной 

плоской деформации и осевой симметрии. Линейно-упрочняемый враща-

ющийся цилиндр с жестким включением в присутствии неоднородного 
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температурного поля рассматривается в разделе 2.3. Степенной и экспо-

ненциальный законы упрочнения применяются для упругопластиче-

ского анализа вращающегося полого цилиндра в разделах 2.4 и 2.5. 

Влияние эффекта падения модуля Юнга после предварительного пласти-

ческого деформирования на остаточные напряжения, вызванные рота-

ционном автофретированием полого цилиндра исследуется в разделе 2.5. 

2.2. Упругопластические деформации в сплошном и полом 

вращающемся цилиндре из линейно-упрочняемого 

материала при общем кусочно-линейном условии 

пластичности 

2.2.1 Постановка задачи 

Рассматривается цилиндр бесконечной длины. Внутренний и внеш-

ний радиус цилиндра обозначается 
in
r  и 

out
r  соответственно. Для сплош-

ного цилиндра =0
in
r . Цилиндр вращается вокруг собственной оси с 

угловой скоростью  , которая медленно возрастает с течением времени. 

Анализ ограничен стадией нагрузки. Угловым ускорением пренебрегаем. 

В этом и всех последующих разделах данной главы для решения исполь-

зуется цилиндрическая система координат , ,r z , ось z  которой совпа-

дает с осью симметрии цилиндра. Цилиндр находится в состоянии 

обобщенной плоской деформации и сохраняет осевую симметрию в про-

цессе деформирования. При таких условиях единственным ненулевым 

перемещением в цилиндре является радиальное перемещение 
r
u . 

Используется система безразмерных величин и параметров: 
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где E  — модуль Юнга,  
0
,

y
 — начальный/актуальный предел текуче-

сти при одноосном растяжении-сжатии, 
ij
 — полные деформации,  e

ij
 — 

упругие деформации, 
ij

p  — пластические деформации, 
ij

 — напряже-

ния, H  — параметр, характеризующий упрочнение материала ( )0H ,   

— плотность материала. Параметр нагружения   монотонно возрастает 

от 0 до некоторого максимального значения 
max
. Далее все уравнения 

записаны в безразмерных переменных (2.2), а знак подчеркивания опу-

щен. Параметр нагружения   называется скоростью вращения.  

Предполагаем, что деформации в цилиндре являются малыми и 

представляют собой сумму упругих и пластических деформаций: 
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Осевая деформация вычисляется из условия 
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При расчете цилиндров с закрепленными торцами вместо (2.4) ис-

пользуется условие 0
zz
= . Напряжения определяются законом Гука: 
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где   — коэффициент Пуассона. Далее предполагается, что ( )0,1/2 . 

Соотношения обратные к (2.5) имеют вид: 
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rr zz

e

rr zz
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zz z rr
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= − −
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
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 (2.6) 
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Единственное нетривиальное уравнение равновесия: 

 .rrrr
−

+ = −



 


 

 (2.7) 

Граничные условие для сплошного цилиндра имеют вид 

 ( ) ( )0 0, 0.1
rr

u = =  (2.8) 

а для полого: 

 ( ) ( )0, 0.1
rr rr

= =    (2.9) 

Предполагая, что пластические деформации равны нулю, нетрудно 

получить распределение перемещений и напряжений в области чисто 

упругого деформирования: 
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 (2.10) 

где 21
,d d  — константы интегрирования в упругой области. Вычисление 

констант 21
,d d  рассмотрено в разделе 2.2.6. 

Рассмотрим частный случай 1=  общего кусочно-линейного усло-

вия пластичности (2.1), который записывается в виде [109]: 

 
( ) ( )

( ) ( )

1 2 3 2 1 3

1 2 3 2 1 3

1
,  если /2,

1

1
,  если /2.

1

y

y

b
b

b
b

− + =  +
+

+ − =  +
+

      

      

 (2.11) 

где ( )31 212 3
, ,         — главные напряжения, b  — параметр, отража-

ющий влияние промежуточного главного напряжения на пластическое 

деформирование. Далее предполагается, что  0,1b , поскольку только в 
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этом случае поверхность текучести, соответствующая условию (2.11), яв-

ляется выпуклой [109]. Условие (2.11) представляет собой множество 

условий пластичности, зависящее от параметра b . Значение b  зависит от 

отношения   предела текучести материала при чистом сдвиге 0
  к пре-

делу текучести при одноосном/растяжении сжатии 0
 : 

 

0
2 1

, .
1

t

b
−

= =
−




    

Далее предполагается, что в процессе изотропного упрочнения матери-

ала величина  , и, следовательно, b , остается постоянной. Из предыду-

щего выражения также найдем: 

 ( ) ( ) = + +1 2 .b b  (2.12) 

Параметр   определяется экспериментально и может рассматри-

ваться в качестве характеристики материала. После экспериментального 

определения   (или b ) условие (2.11) конкретизируется и может исполь-

зоваться для расчетов.  

Рассмотрим предельные случаи общего условия (2.11).  

Случай ( )0 1 2b= =  соответствует условию Треска (условие макси-

мальных касательных напряжений): 

 
1 3

.
y

− =    (2.13) 

Согласно экспериментальным исследованиям, условие (2.13) под-

ходит для описания пластического поведения мягких сталей и меди [87]. 

Также важно отметить, что условие (2.13) — единственное из возможных 

вариантов общего условия (2.11) — не учитывает влияние промежуточ-

ного главного напряжения на пластического поведение материала.  

Случай ( )1 2 3b = = соответствует условию Ишлинского-Ивлева: 
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( ) ( )

1 2 3 2 1 3

1 2 3 2 1 3

1
,  если /2,
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1
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2

y

y

      

      

− + =  +

+ − =  +

 (2.14) 
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Условие (2.14) подходит для никелевых сплавов, титана, нержавею-

щих сталей [87]. Поверхности текучести в девиаторной плоскости, соот-

ветствующие условиям Треска, Ишлинского-Ивлева и Мизеса, 

изображены на рис. 2.1а.  Заметим, что поверхность текучести любого 

изотропного материала должна располагаться между призмами Треска и 

Ивлева [109, 130–132]. Расчеты, выполненные на основе условий Треска 

и Ишлинского-Ивлева, дают соответственно нижнюю и верхнюю оценку 

несущей способности конструкции. 

  

(а) (б) 

  

(в) (г) 

Рис. 2.1 — Сечения поверхностей текучести девиаторной плоскостью:  
(а) условия Треска, Мизеса и максимальных приведенных напряжений;  
(б) нелинейное условие Мизеса и его кусочно-линейная аппроксимация; 

 (в) общее кусочно-линейное условие для разных b ;  
(г) нумерация граней и ребер общего кусочно-линейного условия. 
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Перечислим некоторые другие частные случаи условия (2.11). Слу-

чай ( )3 1 2b= −  в девиаторной плоскости представляет собой правиль-

ный 12-угольник, вписанный в окружность, соответствующую условию 

Мизеса (рис. 2.1б). Условие (2.11) при ( )3 1 2b= −  также называется 

условием Соколовского [87, 133] и может служить кусочно-линейной ап-

проксимацию условия Мизеса. Другой аппроксимации условия Мизеса со-

ответствует случай 1 2b = . Как показали эксперименты, условие Мизеса 

и его кусочно-линейные аппроксимации подходят для железа, алюминия 

и алюминиевых сплавов, углеродистых сталей [87]. 

Поверхности текучести в девиаторной плоскости, соответствую-

щие условию, для ряда значений b  показаны на рис. 2.1в. В случаях 0b=  

и 1b=  поверхности текучести представляют собой правильные шести-

угольники, а при ( )0,1b — двенадцатиугольники. Таким образом, усло-

вие (2.11) в случае ( )0,1b  имеет 24 возможные формы. Их нумерация 

представлена на рис. 2.1г. Ребра поверхности текучести (2.11) обознача-

ются нечетными числами от 1 до 23, а грани — четными от 2 до 24. Заме-

тим, что в частном случае 0b=  каждая пара соседних граней с номерами 

( )4 2, 4 , 1,2,...6n n n− =  вырождается в грань условия Треска. При 1b=  каж-

дая пара соседних граней с номерами ( )( )4 , 4 mod 24 2 , 1,2,...6n n n+ =  вы-

рождается в грань условия Ишлинского-Ивлева. 

Пластическая составляющая деформации определяется ассоцииро-

ванным законом пластического течения [81]: 

 ,p

ij

ij

d f
d d

d
 


=  (2.15) 

где p

ij
d  — приращения пластических деформаций, d  — положитель-

ный множитель, f  — пластический потенциал (2.11). 

В пластических областях, соответствующих ребрам условия (2.11), 
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вместо закона течения (2.15) используется его обобщение [5, 134, 135]: 

 1 2

1 2
,p

ij ij

ij

d f d f
d d d

d d
  

 
= +  (2.16) 

где 1 2
,d d   — положительные множители, 1 2

,f f  — пластические потен-

циалы, соответствующие ребрам поверхности текучести (2.11) на пере-

сечении которых лежит рассматриваемое ребро. 

 Предел текучести является линейной функцией эквивалентной 

пластической деформации p

eq
  [134]: 

  = + ,1
y eq

pH  (2.17) 

Нагружение цилиндра предполагается монотонным, а эквивалент-

ная пластическая деформация определяется из соотношения: 

 
 

       = + + .p p p p

y r zr zq rr ze z
d d d d  (2.18) 

Эквивалентное напряжение вычисляется в соответствии с усло-

вием пластичности (2.11) с помощью следующего выражения 
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( ) ( )

     
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1
,  если /2.

2

y
  

2.2.2 Общая стратегия решения 

Главным преимуществом кусочно-линейных условий пластичности 

является возможность получения замкнутых аналитических решений 

для широко класса упругопластических задач. С другой стороны, для ку-

сочно-линейных условий пластичности решение зависит от того какому 

ребру или поверхности текучести соответствует напряженное состояние 

в пластической области. В общем случае в деформируемом теле может 

присутствовать несколько пластических областей, соответствующих раз-

ным граням и ребрам поверхности текучести. Например, использование 

условия Треска предсказывает появление в процессе нагрузки во 
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вращающемся сплошном цилиндре 4 пластических областей [63], а во 

вращающемся цилиндре с жестким включением — 6 пластических обла-

стей [25]. Разумеется, данное обстоятельство существенно усложняет 

анализ, поскольку помимо упругопластической границы необходимо 

также определять границы между пластическими областями, а также пе-

реходные скорости вращения, при которых зарождаются новые пласти-

ческие области или исчезают существующие. Гладкие условия 

пластичности (условие Мизеса, условие Хилла и др.) свободны от указан-

ного недостатка, но их использование, как правило, требует применения 

численных или приближенно-аналитических методов. 

Система уравнений (2.1)–(2.14) описывает широкий класс упруго-

пластических задач, поэтому заранее неизвестно какие из возможных 24 

пластических областей возникнут при деформировании цилиндра. Кон-

фигурация пластических областей во вращающемся цилиндре в общем 

случае зависит от граничных и торцевых условий, механических характе-

ристик материала и геометрического параметра   (только для полого 

цилиндра). Поэтому вместо решения системы (2.1)–(2.14) для конкрет-

ной грани или ребра поверхности текучести мы рассмотрим произволь-

ную пластическую область, соответствующую общему кусочно-

линейному условию пластичности (2.11). Такое общее решение может ис-

пользоваться для упругопластического анализа вращающихся цилин-

дров с любыми граничными и торцевыми условиями.  

В диссертации используется геометрически линейная теория ма-

лых деформаций. Закон Гука и закон упрочнения также являются линей-

ными. Предположим, что напряжения являются линейной комбинации 

полных деформаций: 
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Дополнительно в (2.19) предположим, что 0, 0
rr
a a 

 . Коэффици-

енты ,
ij i
a b , разумеется, имеют разные значения для каждой возможной 

пластической области общего условия пластичности (2.11). Далее урав-

нение равновесия (2.7) с учетом кинематических соотношений (2.3) и 

(2.19) запишется относительно неизвестного перемещения: 

 
2

2 2

1 1 1
.r z rz zz

rr rr rr rr

a b b a au u u

a a a a

   − − 
+ − = + −    

     

  



     

 (2.20) 

Если rr
a a

 , то общее решение уравнения (2.20) имеет вид: 
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 (2.21) 

В случае rr
a a=

  решение уравнения (2.20) примет вид: 

 

1 3

1 2 4 5 6

4 5 6

log log ;

1
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zz
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rr rr rr

u c c
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 (2.22) 

В (2.21) и (2.22) 1 2
,c c — константы интегрирования.  

Далее все оставшиеся неизвестные функции вычисляются триви-

альным образом. Из (2.21) или (2.21) с помощью (2.3) определяются пол-

ные деформации. Напряжения вычисляются из полных деформаций по 

формулам (2.19), а упругие деформации из напряжений в соответствии с 

обратным законом Гука (2.6). Наконец, пластические деформации пред-

ставляют собой разницу между полными и упругими составляющими де-

формации (2.3).  

Раздел 2.2.3 посвящен вычислению коэффициентов ,
ij i
a b  для про-

извольной грани, а раздел 2.2.4 — для произвольного ребра поверхности 

текучести (2.11). Решение для идеального упругопластического матери-

ала приведено в разделе 2.2.5. Процесс вычисления констант интегриро-

вания и координат границ между областями рассмотрен в разделе 2.2.6. 
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2.2.3 Произвольная грань общего условия пластичности 

Запишем условие пластичности в виде: 

 1 .p
rr rr z eqz zz

k kk H+ + = +
 

     (2.23) 

Введем обозначение k k k=
  

.  

Таблица 2.1 — Коэффициенты , ,rr zzk k k  для граней поверхности текучести (2.23) 

№ Напряженное состояние 
Коэффициенты в (2.23) 

rrk  k  zzk  

2 ( )2 1 3 2, /rr zz +        ( )1b b+  ( )1 1 b+  1−  

4 ( )2 1 3 2, /rr zz +        ( )1b b− +  1  ( )1 1 b− +  

6 ( )2 1 3 2, /zz rr +        ( )1 1 b− +  1  ( )1b b− +  

8 ( )2 1 3 2, /zz rr +        1−  ( )1 1 b+  ( )1b b+  

10 ( )2 1 3 2, /zz rr  +        1−  ( )1b b+  ( )1 1 b+  

12 ( )2 1 3 2, /zz rr  +        ( )1 1 b− +  ( )1b b− +  1  

14 ( )2 1 3 2, /zz rr  +       ( )1b b− +  ( )1 1 b− +  1  

16 ( )2 1 3 2, /zz rr  +       ( )1b b+  1−  ( )1 1 b+  

18 ( )2 1 3 2, /rr zz  +       ( )1 1 b+  1−  ( )1b b+  

20 ( )2 1 3 2, /rr zz  +       1 ( )1 1 b− +  ( )1b b− +  

22 ( )2 1 3  / 2,rr zz   +       1 ( )1b b− +  ( )1 1 b− +  

24 ( )2 1 3 2,  /rr zz  +        ( )1 1 b+  ( )1b b+  1−  

Коэффициенты для всех возможных граней условия пластичности 

(рис. 2.1г) приведены в таблице 2.1. Очевидно, что в силу пластической 

несжимаемости 0
ii
k = , поэтому из 3 коэффициентов k


 только два явля-

ются независимыми. Заметим, что коэффициенты для двух противопо-

ложных граней удовлетворяют следующим соотношениям: 

 
( ), .

ii ii ij ij
k k н иk рk етсумм ованияпо i= − =

 

В соответствии с ассоциированным законом (2.15) получим: 

 ; ; .p p

r rr zz z

p

r z
d k dd dk d kd= = =

 
       

Подставляя предыдущие соотношения в (2.18), получим выражение 

для пластического множителя 
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 p

eq
d d=  .  

Для случая монотонного нагружения получим: 

 ; ; .p p p p p

z

p

rr eq eq zz zr eqr
k k k= = =

 
       (2.24) 

Из условия (2.23) найдем: 

 ( )
1

1 .p

rr r zz zeq r z
k k k

H
= + + −

 
     (2.25) 

Разделение (2.3) с помощью (2.24) и (2.25) преобразуется к виду: 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

;

;

.

rr rr zz zz rr

r

rr rr rr rr

zz zz zz z

r rr zz zz

rr rr zz z zz zz

k k

k

k

H k k H k k H k H

k H k k H k k H k H

k H k k H k k H k H

+ − −

− + −

+ + = +

+ + = +

+ + + = +− −







     





 

  







 

 

    

 



 (2.26) 

Решение системы (2.26) имеет вид (2.19), а коэффициенты ,
ij i
a b : 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )

2 2

2 2

2

2

2 2

21 1
; ;

1 1
; ;

1 1
; ;

1 1 2 1 1 2 1 1 2
; ; ;

1 1

2 1 2

2 1 2

2 1

2 1 2

2

z zz r

rz r

rr

rr r

rz

zz

zz z

r rr z z

r

z

r rr z

z

H H
a

k k k k

k k k k
a

a
k k

a

H H
a

H H
a

b k b k

k

k b

H k

k

− − − + +
= =

 

− − − + +
= =

 

−

=

− +

− +

− + − − + +
= =

 

+ − + − + −
= =

  

 = + − + −







 















   

  

  



     













 ( )( ) .rz z
k k+ +

 

 (2.27) 

Если 0, 1   , то неизвестное перемещение имеет вид (2.21), где 

коэффициенты можно представить в виде: 

 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

12

2 2 2 2

2

3

1 2 1
,

1 2

1 1 2
.

1

9

1
,

8

,
1

2

1 1 10 8 1 10

1

rz

zzrr

rr z

z

r rz z

z

k k

k

k

k

H

H

H k

H k

k k

k

k

− − + +
=

−

+
= − =

+

+ − +

−

− +

+ +−

− + − − − −
=













 
  



 


 











 

Рассмотрим подробно выражение (2.27). Величина   всегда строго 

положительна, поскольку для любой грани поверхности (2.11): 

 ( )
2

1 1 0
r rz z
k k k b b++ =+ − 

 
. 
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Докажем, что коэффициенты , ,
rr zz
a a a


 также строго положи-

тельны. Рассмотрим числитель выражения (2.27) для 
rr
a . Очевидно, если 

коэффициенты k


 и 
zz
k  разного знака, то 0

rr
a  . В противном случае с 

учетом того, что ( )0,1/2  и  0,1b  найдем: 

 ( ) ( )
( )

2

22 1 1 2 1 0.
1

r zr

b
k k

b+
− − = − − 


   

Из последнего выражения и неравенства 0   следует, что 0
rr
a  . 

Аналогично доказывается, что 0a 


 и 0
zz
a  . Отсюда следует, что 

0
rr

a a= 


 . 

Рассмотрим условия, при которых выполняется равенство 1.= Ис-

пользуя (2.27) уравнение ( )1=  преобразуется к виду 

 
( ) ( )( )2 1

0
rr rr zz

rr

k k k k k
a a



− + − +
− = =

 




. 

Предыдущее уравнение имеет 3 решения.  

1. 
rr
k k=


. Этому решению соответствуют грани 

1 zz
=   и 

3 zz
=   

условия максимальных приведенных решений ( )1b= . 

2. , 0
rr zz
k k k == −


. Данному решению соответствуют две грани усло-

вия Треска ( )0b= , на которых 
2 zz
=  . 

3. Решение 1 2=  соответствует несжимаемому упругому матери-

алу и далее не рассматривается. 

В указанных выше областях перемещение имеет вид (2.22), коэффи-

циенты запишутся следующим образом: 

 

( )( )( )

( ) ( )( )( )
( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )( )2

4 5

6

2

1 1 2

2 1 2

1 1 2
.

8

, 0,
1

1 2

1 21

rr

rr

rr

z

r rz z

z

H k

H k

k

k

k

k

H k

k

k

= =
+

+ − + +
=

+ − −
−

+ − −

+ −

+ − −+





 



 





 



 




 

Очевидно, что для граней 
1 zz
=   и 

3 zz
=   условия максимальных 
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приведенных напряжений ( )1b=  
4

0= . 

Отметим, что на противоположных гранях общего кусочно-линей-

ного условия (2.11) полученное решение для перемещения отличается 

только знаком одного из слагаемых: 
1

  и 
4

  соответственно. Решение 

для напряжений на противоположных гранях отличается только знаком 

коэффициентов , ,
r z
b b b


. 

2.2.4 Произвольное ребро общего условия пластичности 

Рассмотрим произвольное ребро поверхности текучести (2.11): 

 
( )

( )

;

.

p

rr rr zz zz eq

rr rr

y

p

zz zz y eq

m

n n

m m

n

+ + =

+ + =

 

 

    

    
 (2.28) 

Каждое из соотношений (2.28) соответствует определенной грани 

(таблица 2.1) условия текучести (2.11). В силу пластической несжимаемо-

сти, разумеется: 

 = =0; 0.
ii ii

m n  

Заметим (рис. 2.1г), что ребра поверхности текучести (2.11) делятся 

на два типа. Ребра первого типа существуют для  )0,1b  и совпадают с 

ребрами поверхности Треска. Логично предположить, что решение в об-

ластях, соответствующих указанным ребрам, не будет зависеть от пара-

метра .b  Ребра второго типа существуют для ( 0,1b и решение в 

соответствующих областях, очевидно, должно зависеть от параметра b . 

Вследствие ассоциированного закона течения (2.16) получим: 

 1 2 1 2 1 2
; ; .p p

rr rr rr zz z zz

p

z
d m d nd n d m d d nm d dd= + = + = +

  
       

Далее с учетом (2.18) найдем: 

 ( ) ( )1 2
.

eq rr rr zz zz rr z

p

y rr z zz
m m m dd n nn d= + ++ + +

   
          

Из предыдущего выражения с учетом (2.28) найдем: 

 
1 2

.
eq

pd d d= +    

Для монотонного нагружения получим систему: 
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1 2 1 2 1 2

; ; ;
rr rr rr zz z

p p p

z zz
m n m mn n= + = + = +

  
       (2.29) 

и выражение для эквивалентной пластической деформации: 

 
1 2

.p

eq
= +   (2.30) 

Из (2.29) и (2.30) найдем: 

 

;

;

.

p p p

r r

p p p

z z

p p p

rz

eq rr

eq zz

eq zrr zzr

=

 

 

= +

+

= + 





 

 

  

  

  

 (2.31) 

где  

 

; ;

; ;

; .

rr rr

rr rr rr rr

zz zz

zz zz zz zz

zz zz rr rr

zz rr rr zz rr zz

r r

z z

rz zr

zz rr

m n m n

m n m n m n m n

m nm n

m n m n m n m n

m n m n

m n m n m n m n


− −

= =
− −

−−
= =

−



 



−

− −
= =

− −

 

   

 

   

 

 
 (2.32) 

Заметим, что коэффициенты 
ij

  не зависят от того в каком порядке 

выбираются грани, на пересечении которых лежит рассматриваемое 

ребро. Кроме того, для двух противоположных граней 
ij ij
= −  . Вслед-

ствие пластической несжимаемости также имеем: 

 

, , ,

0,

0.

r z z rz zr r

r z zr

rz z r





=



− = −

=

= − 

+

  

 

 

+

+ + =

   

 

 

 

Из последних соотношений следует, что из 6 величин 
ij

  только 2 

независимы. Дальнейший ход решения записан с помощью переменных 

ij
 , поскольку их использование позволяет получить решение в более 

компактном виде по сравнению с коэффициентами ,
ij ij

m n . Из 6 величин 

ij
  далее используются только , ,

r z zr
  

 
. Их значения для всех ребер по-

верхности текучести (2.11) приведены в таблице 2.2. На ребрах первого 

типа величины 
ij

  не зависят от b , а на ребрах второго типа 
ij

  равны   
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с точностью до множителя. Разумеется, при 1b=  
ij

  не определены на ре-

брах первого типа, а при 0b=  — на ребрах второго типа. 

Таблица 2.2 — Коэффициенты для ребер поверхности текучести (2.28) 

№ Напряженное состояние r  z  zr  Примечание 

1 rr zz  =   1  0  1−  не определено при 1b=  

3 ( )2 1 3 2, /rr zz      = +      2−  не определено при 0b=  

5 rr zz   =  0  1  1−  не определено при 1b=  

7 ( )2 1 3 2, /zz rr      = +  −  2  −  не определено при 0b=  

9 zz rr  =   1−  1  0  не определено при 1b=  

11 ( )2 1 3 2, /zz rr      = +  2−      не определено при 0b=  

13 zz rr   =  1−  0  1  не определено при 1b=  

15 ( )2 1 3 2, /zz rr       = +  −  −  2  не определено при 0b=  

17 zz rr   =   0  1−  1  не определено при 1b=  

19 ( )2 1 3,  / 2rr zz       = +    2−    не определено при 0b=  

21 rr zz    =  1  1−  0  не определено при 1b=  

23 ( )2 1 3 2, /rr zz      = +  2  −  −  не определено при 0b=  

Далее предположим, что 
zz zz
n m . Случай 

zz zz
n m=  будет рассмотрен 

позднее. Выразим из условия пластичности (2.28) осевое напряжение: 

 .rr rr

zz rr

zz zz z z

rzr

rr

z zz z

nmm n

n m n m

−−

− −


= + = − −

 

 



 






      (2.33) 

Из (2.28) и (2.33) следует 

 ( )







 
   

 −
+  


−  + = = −

 

1
1 1 .0;

q

p rr

rr eq e

p

z

z

H
H

 (2.34) 

Соотношения (2.3) с учетом (2.6) и (2.33) примут вид: 

 

;

;

.

1 1

2
1

z

p rzr
rr

r zr r zr

p r zr r

rr

r zr r zr

p rzr

zz rr

r zr r z

rr rr

z

r

=

 

   
− − + +   

 +   +    

  +  
+ − − 

 +   +  

   
+ − + −   

 +   +    

=  
 

=





 

 

  

 





 

    

    

    






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Преобразуем выражения (2.31) для эквивалентной пластической 

деформации с помощью последних соотношений: 

 

( )2 2

2 2 2

2 2

2 2

2 2

2

;

2

;r z zrp zr z r

r rr zr rr

z z

p r zr z r r z z

z r rr

z z

p zr zr z z r zr

z rr zr

q

r

eq

e zz

eq zz r

z

      − 
  − +  

  

         +
 − + −   

    

  +  
+

+    −
−  + + 



−

 

= −

− +
=

=

   

  

 

     

   

 

  





 








 

 
   







2

.z

z

 
 
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








 (2.35) 

Преобразуем 2-ое и 3-е уравнения (2.35) с помощью (2.34): 

 

( ) ( )( )

( )( ) ( )

2 2 2

2

2 2 2

2

1

.

2 1 2

1

,

2 1 2

r zr z rr r r z z

z z r z zz

zr zr z z rr r zr z

z z rr zr z zz

H H H

H H

H H H

H H

−   +  − +  +   + =

= − −   

+  +   + − −   + 

−

=

= − +  

+



      

    

    

  

  

 



 





 
 (2.36) 

Из решения вышеприведенной системы (2.36) относительно неиз-

вестных компонент напряжений найдем коэффициенты в соотношениях 

(2.19) для напряженного состояния: 
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( ) ( )( )
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

+
=


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 

−
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 

−
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











  

 
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  







 

 
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2

1 2 3

;

2 1

zr r

z r zr
H

 −

− + +  = 



−



 



 

 (2.37) 

Следует отметить, что если 0, 1   , то коэффициенты в решении 

(2.21) для перемещения можно преобразовать к следующему виду 
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( )( )
( )( ) ( )

( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )

2

1 22
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1 2 1 3
; ; 1;

1 2 1
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.
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r r zr zr
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H H H

+  + −  +  
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− + +  +   +
=
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−

+ 

 
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 

 


  



 


  

 (2.38) 

Рассмотрим подробно выражения (2.37) для коэффициентов ,
ij i
a b . 

Отметим, что величина   всегда строго положительна, поскольку 

2

z r zr
 − 

 
 равняется 1 и 23  для ребер первого и второго типа соответ-

ственно. Коэффициенты , ,
rr zz
a a a


 также всегда строго положительны. 

Рассмотрим числитель выражения для 
rr
a , после преобразований полу-

чим ( )( )21 2 1
zr z r

H+  − −  
 

 . Очевидно, что если 
z



и 

r



 имеют разные 

знаки, то 0
rr
a  . В противном случае величина ( )2 2 1

zr z r
 − −  

 
  равня-

ется 1 и ( ) 22 1 0+   для ребер первого и второго типа соответственно. 

Отсюда, поскольку 0H   и 0  получим 0
rr
a  . Аналогично доказыва-

ется, что 0a 


 и 0
zz
a  . Следовательно, 0 . 

Найдем условия, при которых выполняется соотношение 1= . По-

сле преобразований получим: 

 ( )( )2 21 2 0.
r zr

H −  − =


  

Данное уравнение имеет 3 решения. Первое решение 0H =  соответ-

ствует идеальному материалу, который будет рассмотрен в следующем 

подразделе. Второе решение 1/2=  не рассматривается. Третье реше-

ние 2 2

r zr
 − 


 выполняется на ребрах №1 и №13, соответствующих усло-

вию Треска 
rr
=


  , а также на ребрах №7 и №19 (таблица 2). Таким 

образом, при 1=  решение для перемещения имеет вид (2.22), при этом: 

 

( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )( )
( ) ( )( )

4 5

6

3 1 2

2 2 3 2 2 1

1 2 3 2 1
.

8 8

,

3 2

0,

2 1

z

r zr r

r z r

r zr r

H

H

H

− 

+ −  + −  

−

−

= =

+ +   

+ −  +  

−
=



 

  

 


 

 

 


 
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Заметим, что на ребрах №1 и №13 имеет место равенство 
4

0=  и 

выражение (2.23) для осевого напряжения несправедливо. 

2.2.5 Решение для идеального материала 

Этот подраздел посвящен поиску решения для общего кусочно-ли-

нейного условия пластичности и идеального упругопластического мате-

риала. Такое решение обобщает результаты, представленные в первой 

главе настоящей диссертации.  

Рассмотрим произвольную грань условия (2.11). Положим 0H = , то-

гда коэффициенты ,
ij i
a b  в решении (2.27) для напряжений примут вид: 
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В свою очередь коэффициенты 
1 2 3

, , ,     в решении (2.21) для пе-

ремещения определяются приведенными ниже соотношениями 
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Для граней 
2 zz
=   условия Треска ( )0b=  и граней 

1 zz
=   и 

3 zz
=   

условия максимальных приведенных напряжений ( )1b= , на которых 

1= , перемещение имеет вид (2.22), а коэффициенты 
4 5 6
, ,    запишутся 

следующим образом: 
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В областях, соответствующих ребрам условия (2.11), в случае 0H =  
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получим следующие значения коэффициентов ,
ij i
a b  в решении (2.19) для 

напряжений: 

 
( )

;
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; ; .
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r z z r

rr zz r z rz
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Поскольку 
rr
a a=


, то перемещение имеет вид (2.22), а коэффици-

енты 
4 5 6
, ,    запишутся следующим образом: 

( ) ( )4 5 6

3 3
1 2 1 2 .

2
, 0,

8
z

− = −= =
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      

Полное решение для перемещения и напряжений имеет вид 
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2.2.6 Вычисление констант интегрирования, границ между обла-

стями и переходных скоростей вращения 

Введем обозначения: ( ) ( )
1 2

,
i i
c c  — константы интегрирования в i-ой 

пластической области; 
1 2
,d d  — константы интегрирования в упругой об-

ласти; 
i

  — координаты границ между областями; 
p

  — скорость начала 

пластического течения; 
fp

  — скорость при которой цилиндр полностью 

переходит в состояние пластичности; 
1 2 1
, , ...,

n−
    — переходные скоро-

сти при которых происходит смена режимов пластического деформиро-

вания (зарождение новых пластических областей или исчезновение 

существующих). Величина 
p

  определяется из упругого решения задачи 

с учетом граничных и торцевых условий. 

В общем случае процесс деформирования цилиндра состоит из n  
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интервалов: ( ) ( ) ( )1 1 2 1
, , , , ..., ,

p n fp−
      . Каждый из интервалов харак-

теризуется своей конфигурацией пластических областей. Упругая об-

ласть также присутствует в цилиндре на каждом из интервалов.  

Рассмотрим произвольный интервал и предположим, что цилиндр 

состоит из N  областей. Решение в каждой из областей содержит 2 неиз-

вестные константы интегрирования. Неизвестными также являются 

1N −  координата границ между областями и осевая деформация 
zz

 . Для 

вычисления указанных величин используются граничные условия за-

дачи, условие на суммарную осевую силу и 3 условия непрерывности на 

каждой границе между области. Очевидно, число неизвестных и число ис-

пользуемых условий равно 3 .N  Разумеется, система условий должна 

обеспечивать непрерывность решения во всем цилиндре. Использование 

граничных условий и условия на суммарную осевую силу тривиально, 

рассмотрим более подробно условия на границах между областями.  

В цилиндре могут существовать лишь два типа границ: 

• граница 
ep

=   между пластической областью, соответствующей 

грани поверхности текучести (2.11) и упругой областью; 

• граница 
pp

=   между пластическими областями, соответствую-

щими ребру и грани поверхности текучести (2.11). 

Далее обозначение .  используется для скачка переменной на гра-

нице между областями различного типа: 

 

( ) ( )

( ) ( )

: ;

: .

f el

ep

c f

pp

g g g

g g g

= = −

= = −

 

 
 

где g  — некоторая неизвестная функция, верхний индекс el  обозначает 

упругую область, верхние индексы ,f c  обозначают пластические обла-

сти, соответствующие ребру и грани поверхности текучести (2.11). 

На границах 
ep

=   выберем следующие условия непрерывности: 
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( ) ( ) ( ) 1.

0; 0;
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r

zz
k k

u

k+ +

=

=

=

 
  


 (2.39) 

Из первого условия (2.39) следует непрерывность 

 . Осевая де-

формация 
zz

 , очевидно, также непрерывна. Получим: 

 0; 0.
zz

= =

   

Из третьего условия (2.39) и (2.17), следует, что ( ) 0
eq

p el
= . Следова-

тельно: ( ) ( ) ( ) 0
p el p e

rr zz

l p el
= = =


   . Отсюда найдем: 

 ( ) ( ) ( ), ,
p f p fp p p

rr rr zz z

p

z

f
= = =

 
      . 

Также из третьего условия (2.39) следует, что 

 ( ) .p ff f

zz eqzz
k k H+ =
 
    

Далее преобразуем соотношения (2.3) с помощью закона Гука (2.5) 

и (2.39). К полученным уравнениям добавим предыдущее выражение. В 

итоге получим систему: 
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Решение вышеприведенной системы ( ) 0
zz rr eq

p f
= = = =


   . 

Непрерывность остальных неизвестных величин доказывается очевид-

ным образом. Заметим, что определитель полученной системы: 

 ( ) ( )2 2 21 2 0
zz zz

H k k k k− + + +
 

  . 

Таким образом система условий (2.39) обеспечивает непрерыв-

ность решения на границе между упругой областью и пластической обла-

стью, соответствующей произвольной грани общего кусочно-линейного 

условия для всех  0,1 , 0b H  . 

Рассмотрим границу 
pp

=   второго типа. Условие текучести в об-

ласти, соответствующей ребру поверхности текучести имеет вид: 
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а в области, соответствующей грани поверхности текучести: 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 .f f f p f

rr rr zz zz eq
m m m H+ + = +


     

Выберем условия непрерывности следующего вида: 
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 (2.40) 

Разделение деформаций (2.3) и условие пластичности вместе с 

(2.5) и (2.40) примут вид: 
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+ − =


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 

 

    

   
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 

 







 

Заметим, что: 

 

1 2

1 2

1 2

1 2

;

;

;

;

p

rr rr rr

p

p

zz zz zz

p

eq

m n

m n

m n

 =  +

 =  +

 =  +

 =  +

  

  

  

  

  

 

где 
1 1

 = −    

Преобразуем приведенную выше систему с помощью предыдущих 

соотношений и в итоге получим: 
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1 2

1 2

1 2
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0
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    
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





  

  

 

Решение преобразованной системы, очевидно: 

 


    = == = =
1 2

0.
rrzz
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Определитель вышеприведенной системы имеет вид: 

 ( ) ( ) ( )( )( )( )   
− + − − − − −

2 2

2 1 .
rr rrzz zz zz zz

m n m n H m n m n m n  

Заметим, что после преобразований определитель с точностью до 

положительного множителя ( )
2

zz zz
m n m n−

 
 примет вид: 

 ( ) ( )( )   
+   + + −  

2

1 2 1 0.
r z r z

H  

Непрерывность остальных величин очевидна. В итоге доказано, что 

система условий (2.40) обеспечивает непрерывность решения на границе 

между пластическими областями, соответствующими произвольным 

ребру и грани общего кусочно-линейного условия для  0,1 , 0b H  . 

Заметим, что выбор условий (2.39) и (2.40) является неединствен-

ным. Преимуществом условий (2.39) и (2.40) является то, что они спра-

ведливы для всех возможных значений параметров , ,b H .  

Дополнительно к граничным условиям и условию на суммарную 

осевую силу на каждой границе в соответствии с указанными принци-

пами выбираются три условия непрерывности. Полученная система урав-

нений является линейной относительно констант интегрирования 

( ) ( )
1 2 1 2

, , ,
i i

c c d d  и нелинейной относительно границ между областями
i

 . 2N 

уравнений системы решаются в символьном виде относительно кон-

стант интегрирования. Для этого удобно использовать системы компью-

терной алгебры. Этот шаг является достаточно трудоемким и может 

занимать длительное время, однако его выполнение требуется лишь 

один раз для каждого из интервалов в процессе нагрузки. Далее аналити-

ческие выражения для констант интегрирования подставляются в остав-

шиеся уравнения системы. Полученная таким образом система 

нелинейных алгебраических уравнений решается численно относи-

тельно неизвестных границ 
i

  между областями для выбранных значе-

ний параметров , , ,b H   и скорости вращения  .  
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Вычисление переходных скоростей вращения 
i

  требует дополни-

тельных условий и в общем случае также сводится к решению нелиней-

ных систем алгебраических уравнений. Однако, если пластическое 

течение в цилиндре происходит только в одной области, то условие пол-

ного перехода цилиндра в пластическое состояние принимает вид 
ep
=   

или 1
ep
= , поэтому нелинейное уравнение относительно упругопласти-

ческой границы 
ep

  сводится к уравнению линейному относительно 
fp

 , 

откуда критическая скорость 
fp

  может быть выражена аналитически.  

2.2.7 Сплошной вращающийся цилиндр с закрепленными и свобод-

ными торцами 

В этом и следующем разделах механические параметры цилиндра 

имеют следующие значения, если не сказано иное: 

  = = =0.3, 0.5, 1.0.b H  

Далее для краткости распределение напряжений и деформаций на 

каждой стадии нагрузки подробно не рассматривается, и анализ ограни-

чен состоянием полной пластичности ( )fp
= . Однако, следует отме-

тить, что построенное решение позволяет получить распределение всех 

искомых функций для любой скорости вращения в диапазоне 
fp

 . 

Несмотря на то, что решение может существовать и при скоростях, 

превышающих  ,
fp

 с инженерной точки зрения именно скорость 
fp

  сле-

дует считать максимально допустимой скоростью вращения. В этом и 

следующем подразделе особое внимание уделяется вычислению зависи-

мостей 
fp

  от механических параметров ,b H  и геометрического пара-

метра   (только для полого цилиндра). В ряде частных случаев получены 

аналитические зависимости критической скорости 
fp

 .  

Для сравнения полученных результатов используется статья 

Эразлана [86], в которой схожие задачи решались с помощью условия 
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Мизеса, деформационной теории пластичности и нелинейного закона 

изотропного упрочнения Свифта. В частном случае 1m=  закон Свифта 

сводится к линейному закону упрочнения, что позволяет сравнить дан-

ные [86] с полученными результатами. 

Цилиндр находится в состоянии плоской деформации 0
zz
= . Гра-

ничные условия задачи записаны ниже: 

 ( ) ( )0 0, 1 0.
rr

u = =  

Упругое решение имеет вид: 

 

( )
( )

( )( )
( )

( )
( )

( )

( )
( ) ( )

( )

3 2

2 2

3 5 1 2 1 3 21 1
;   1 ;

8 1 8 1 8 1

3 2 3 21 2
1 ;   .

8 1 3 2 1 2
 

2

rr

zz

u
− − + −

=  −  =  −
− − −

 − −+ 
=  − =  −  

− − −   


   
   

  

  
   

  

 

Известно [63, 64], что условие Треска впервые выполняется в цен-

тре сплошного цилиндра в виде ( ) ( ) ( )0 0 0
rr zz

= 


   , соответствующем 

ребру №1 (рис. 2.1г). Из этого следует, что и общее кусочно-линейное 

условие пластичности (2.11) для любого  0,1b  впервые выполнится в 

виде, соответствующем ребру №1. Тогда скорость вращения 
p

 , соответ-

ствующая началу течения, является функцией коэффициента Пуассона   

 

8(1 )
.

(3 2 )(1 2 )
p

−
 =

− −



   

Эволюция пластического течения для условия Треска рассматрива-

лась в работах [63, 64], а для условия Ишлинского-Ивлева в [24]. Далее 

рассматривается случай ( )0,1b . В момент 
p

=  в центре цилиндра за-

рождаются области, соответствующие ребру №1 и грани №2 поверхности 

текучести (2.11). При 
1

 =  на внешней поверхности появляется об-

ласть, соответствующая грани №6. Развитие течения в момент 
2

 =  за-

висит от значения параметра .b  При ( ),
t

b b H   напряженное состояние 

на границе между областью II и упругой области переходит на ребро №3 
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поверхности текучести (2.11), в результате чего возникают 2 новых пла-

стических области (напряжения соответствуют ребру №3 и грани №4). 

Если же ( ),
t

b b H  , то переход напряженного состояния на ребро поверх-

ности текучести происходит на границе между упругой областью и пла-

стической областью №6, что приводит к появлению 2 новых 

пластических областей (грань №4 и ребро №5). Наконец, в момент 
fp

=  

упругая область в цилиндре исчезает и цилиндр переходит в состояние 

пластичности. Величина 
t
b  определяется численно и, как показали рас-

четы, незначительно зависит от H : для 0:H = 0.553
t
b  , а для 1.0:H =

0.527
t
b  . Таким образом, процесс нагрузки состоит из 3 интервалов. 

Ниже приведена конфигурация областей на каждом из интервалов: 

 

( )

( )

( )
( )
( )

1

1 2

2

, : 1,  2,  ;

, : 1,  2,  ,  6;

1,  2,  3,  4,  ,  6, , ;
, :

1,  2,  , 4,  5,  6, , .

p

t

fp

t

№ № упругаяобласть

№ № упругаяобласть №

№ № № № упругаяобласть № еслиb b H

№ № упругаяобласть № № № еслиb b H

 

 

 
  







 

Непосредственно перед переходом в состояние полной пластично-

сти цилиндр состоит из 6 областей и упругой области  ( )4 5
,   . При 

fp
=  упругая область исчезает и выполняется 

4 5
=  . Распределение 

напряжений и пластических деформаций в цилиндре при 
fp

=  пред-

ставлено на рис. 2.2а и рис. 2.3а соответственно. Интересно отметить, что 

пластическая область №3, в которой справедливо равенство 

( ) 2
rr zz
= +


    имеет незначительные размеры. Величина напряжений 

в цилиндре монотонно убывает с увеличением радиальной координаты 

  (рис. 2.2a). Как показали расчеты это справедливо и для других значе-

ний параметров  ,b H . Как видно из рис. 2.3а в цилиндре присутствует об-

ласть  2 5
, ,   в которой пластические деформации практически 

равны нулю. Размеры этой области максимальны при 
t

b b= . 
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(а) (б) 

Рис. 2.2 — Распределение напряжений в сплошном цилиндре с закрепленными тор-
цами при fp= : (а) условие (2.11) при 1 2b= , (б) условие Мизеса. 

  

(а) (б) 

Рис. 2.3 — Распределение пластических деформаций в сплошном цилиндре с закреп-
ленными торцами при fp= : (а) условие (2.11) при 1 2b= , (б) условие Мизеса. 

На рис. 2.2б и 2.3б показано распределение напряжений и пластиче-

ских деформаций для условия Мизеса [86]. Из рис. 2.2 и 2.3 видно, что при 

использовании условия Мизеса и его кусочно-линейной аппроксимации 

напряженное состояние в цилиндре практически идентично, а распреде-

ление пластических деформаций различается более существенно.  

Зависимости максимального эквивалентного напряжения при 

fp
=  от параметров ,b H  изображены на рис. 2.4а и рис. 2.4б соответ-

ственно. Разумеется, критическая скорость вращения 
fp

  в свою очередь 
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также зависит от параметров ,b H . Заметим, что максимум эквивалент-

ного напряжения достигается в центре цилиндра 0= . Интересно отме-

тить, что минимальное значение эквивалентных напряжений 

достигается при 
t

b b= , а максимальное — при 1b= . С увеличением пара-

метра H  эквивалентные напряжения в цилиндре также возрастают.  

На рис. 2.5а и рис. 2.5б представлены зависимости критической ско-

рости вращения цилиндра 
fp

  от параметров ,b H соответственно. На 

рис. 2.5б дополнительно отмечены данные для 
fp

 , полученные с помо-

щью условия Мизеса [86]. Как и ожидалось величина 
fp

  возрастает с уве-

личением параметра ,b  однако эта зависимость имеет выраженный 

нелинейный характер. В диапазоне  0,
t

b b  увеличение критической 

скорости незначительно и составляет 1.2%  и 1.3%  для 0H =  и для 

1H =  соответственно. С другой стороны, для  ,1
t

b b  наблюдается зна-

чительный рост величины 
fp

 , который составляет 8.4%  и 9.1%  для 

0H =  и для 1H =  соответственно. По всей видимости такой характер за-

висимости ( )fp
b объясняется тем, что при 

t
b b=  происходит смена ре-

жима пластического течения и новые пластические области 

зарождаются в окрестности боковой поверхности цилиндра. Заметим, 

что зависимость критической скорости вращения сплошного диска от па-

раметра b  является практически линейной [110].  

Как видно из рис. 2.5б с увеличением параметра упрочнения H кри-

тическая скорость вращения 
fp

  растет практически линейно. С увеличе-

нием H  в диапазоне  0,1H  рост величины 
fp

  для 0b=  и для 1b=  

составляет 1.6%  и 2.3%  соответственно. Для общего кусочно-ли-

нейно условия с параметром 1 2b =  и условия Мизеса средняя разница 

величины критической скорости 
fp

  составляет 1.5% . 
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(а) (б) 

Рис. 2.4 — Зависимости максимума эквивалентного напряжения от (а) параметра b ; 

(б) параметра H  при fp=  для сплошного цилиндра с закрепленными торцами 

  

(а) (б) 

Рис. 2.5 — Зависимости критической скорости вращения fp  от (а) параметра b ; (б) 

параметра H  для сплошного цилиндра с закрепленными торцами 

Далее рассмотрим цилиндр в состоянии обобщенной плоской де-

формации 0
zz

const = . Граничные условия задачи имеют вид: 

 ( ) ( )0 0, 1 0.
rr

u = =  

Условие на суммарную осевую силу: 

 

1

0

0.
zz
d = 

 

Упругое решение имеет вид [70]: 
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( )
( )

( )( )
( )

( )
( )

( )

( )
( ) ( )

( )

3 2

2 2

3 5 1 2 1 3 21 1
;   1 ;

8 1 8 1 8 1

3 2 1 2
1 ;   1 2 , . 

8 1 3 2 4 1 2

rr

zz zz

u
− − + −

=  −  =  −
− − −

− + 
=  − =  − = −  

− − − 


   
   

  

   
    

  

 

Как и в случае сплошного цилиндра с закрепленными торцами, 

условие пластичности (2.11) впервые выполнится в виде 

( ) ( ) ( )0 0 0
rr zz

= 


   , соответствующем ребру №1 (рис. 2.1г). Из этого 

следует, что и общее кусочно-линейное условие пластичности (2.11) для 

любого  0,1b  впервые выполнится в виде, соответствующем ребру 

№1. Скорость, соответствующая началу пластического течения, является 

функцией только коэффициента Пуассона  : 

 
( )8 1

.
3 4

p

−
 =

−




 

Эволюция пластического течения для условия Треска изучалась в 

работе [70], а для условия Ишлинского-Ивлева в работе [27]. Рассмотрим 

случай ( )0,1b . В момент 
p

=  на оси цилиндра возникают пластиче-

ские области №1 и №2. С увеличением скорости вращения упругопласти-

ческая граница движется в сторону боковой поверхности цилиндра. В 

простейшем случае в момент 
fp

=  цилиндр полностью переходит в со-

стояние пластичности. Однако для определенной комбинации значений 

при 
1 fp

=   возможно появление пластических областей №3 и №4 

либо на упругопластической границе, либо на боковой поверхности ци-

линдра. Таким образом, в общем случае возможны следующие сценарии 

развития упругопластического деформирования. В первом случае про-

цесс деформирования разбивается на один интервал, конфигурация об-

ластей на котором имеет вид: 

 ( ), : 1,  2,  .
p fp

№ № упругаяобласть   

Во втором случае процесс деформирования разбивается на два интервала 
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( )1
,

p
   и ( )1

,
fp

  . Ниже приведена конфигурация областей в цилиндре: 

 

( )

( )

1

1

, : 1,  2,  ;

1,  2,  3,  4,  ;

, :

1,  2, ,  4.

p

fp

№ № упругаяобласть

№ № № № упругаяобласть

или

№ № упругаяобласть №

 




  



 

Установить аналитически зависимость между параметрами , , ,b H   

при которой реализуется тот или иной сценарий деформирования, за-

труднительно. Однако это можно реализовать с помощью достаточно 

простого численного алгоритма. Расчеты показали, что 
1 fp

  , поэтому 

для упрощения вычисления критической скорости вращения можно по-

ложить 
1fp

 = . В текущем подразделе это упрощение не используется. 

На рис. 2.6а и рис. 2.7а представлены графики напряжений и пласти-

ческих деформаций при 
fp

= . Непосредственно перед полным перехо-

дом в состояние пластичности цилиндр состоит из 5 областей, а упругая 

область имеет координаты  4
,1  . При 

fp
=  упругая область исче-

зает и выполняется 
4

1= . Пластическая область №3 напряжения, в кото-

рой удовлетворяют равенству ( ) 2
rr zz
= +


    имеет незначительные 

размеры, координаты ее границ: 
2 3

9,0.9748 0.974   . В целом получен-

ное решение похоже на решение для сплошного цилиндра с закреплен-

ными торцами, с тем отличием, что в сплошном цилиндре со свободными 

торцами пластические области №5 и №6 не появляются, а величина 

напряжений и пластических деформаций ниже. На рис. 2.6б и рис. 2.7б 

представлены графики напряжений и пластических деформаций, полу-

ченные на основе условия Мизеса [86]. Из рис. 2.6б и 2.6а видно, что 

напряжения при условии Мизеса и его кусочно-линейном аналоге доста-

точно близки. В то же время пластические деформации (рис. 2.7б и 2.7а) 

для данных условий пластичности отличаются более существенно. 
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(а) (б) 

Рис. 2.6 — Распределение напряжений в сплошном цилиндре со свободными тор-
цами при fp= : (а) условие (2.11) при 1 2b= , (б) условие Мизеса. 

  

(а) (б) 

Рис. 2.7 — Распределение пластических деформаций в сплошном цилиндре со сво-
бодными торцами при fp= : (а) условие (2.11) при 1 2b= , (б) условие Мизеса. 

На рис. 2.8a и рис. 2.8б представлены зависимости максимального 

эквивалентного напряжения при =
fp

 от параметров ,b H . Максималь-

ная величина 
eq

 достигается в центре цилиндра. Для цилиндра из иде-

ального упругопластического материала, разумеется,  =max 1
eq

. Видим, 

что в отличие от сплошного цилиндра с закрепленными торцами эквива-

лентное напряжение в сплошном цилиндре со свободными торцами мо-

нотонно возрастает с увеличением параметров , .b H  
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(а) (б) 

Рис. 2.8 — Зависимости максимального эквивалентного напряжения от (а) пара-
метра b ; (б) параметра упрочнения H  в момент fp=  для сплошного цилиндра со 

свободными торцами. 

  

(а) (б) 

Рис. 2.9 — Зависимости критической скорости вращения fp  от (а) параметра b ; (б) 

параметра упрочнения H  для сплошного цилиндра со свободными торцами. 

На рис. 2.9a и рис. 2.9б представлены зависимости критической ско-

рости вращения цилиндра 
fp

  от параметров ,b H соответственно. На 

рис. 2.9б дополнительно отмечены данные для 
fp

 , полученные с помо-

щью условия Мизеса [86]. Видим, что с увеличением параметра b  в диа-

пазоне  0,1b критическая скорость 
fp

  возрастает, что особенно 

выражено для упрочняемого материала. Для 0H =  увеличение критиче-

ской скорости составляет 12.6% , а для 1H =  уже 23% . Таким образом, 
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полученное решение предсказывает значительное увеличение макси-

мально допустимой скорости вращения для материалов, у которых отно-

шение   близко к 2 3 , по сравнению с классическими решениями, 

полученными на основе условия Треска [70, 88].  

Разница критической скорости вращения 
fp

  для общего кусочно-

линейного условия (2.11) при 1 2b =  и условия Мизеса возрастает с уве-

личением параметра упрочнения H  и в среднем составляет 0.6% . В це-

лом полученные результаты достаточно хорошо согласуются с данными 

Эразлана [86]. Заметим, что критическая скорость вращения цилиндра со 

свободными торцами примерно в два раз ниже по сравнению с цилин-

дром с закрепленными торцами (рис. 2.5 и рис. 2.9).    

Рассмотрим частный случай 1b=  условия пластичности (2.11). В 

этом случае в момент 
p

=  на оси цилиндра зарождается пластическая 

область, соответствующая грани призмы Ивлева ( )3 2 1 3
, 2

zz
=  +     . 

В дальнейшем при определенных условиях в цилиндре могут появиться 

новые пластические области. Предположим, что пластическое течение 

происходит только в одной области. Тогда возможно получить следую-

щее компактное выражение для критической скорости вращения: 

 
( )( )

( )

1 1 2
4 1 2 .

5 4 2 1
fp

H
H

 + −
 = +  − + + 

 

 
 

Границы применимости приведенной выше формулы можно уста-

новить, используя пластическое решение для условия Ишлинского-

Ивлева. Для 2 7  формула неприменима. Для 2 7 1 3   границы при-

менимости имеют вид 

 ( ) ( )( )( )2 2 7 1 10, .3H   − − − +     (2.41) 

В частности, для 0.3=  границы применимости предыдущей фор-

мулы равны  130,5H . Наконец, для 1 3  формула (2.41) применима 

без ограничений. 
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2.2.8 Полый цилиндр с закрепленными и свободными торцами 

Цилиндр находится в состоянии плоской деформации 0
zz
= . Гра-

ничные условия задачи имеют вид: 

 ( ) ( )0, 1 0.
rr rr

= =    

Упругое решение запишется следующим образом [71]: 

 

( )
( )

( ) ( )( )( ) ( )( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )
( )( )( )

2 1 2 3

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

1
3 2 3 2 1 2 1 1 2 ;

8 1

3 2
1 ;

8 1

3 2 1 2
1 ;

8 1 3 2

  3 2 1 2 .
4 1

rr

zz

u

v

v

v v

v v

v
v

v

−

−

−

+
= − + − − + − − 

−

−
= − + − 



−

− +
= + +


− 

− −

= − + −
−












        



    

    

  

 

Эволюция течения для случая 0b=  рассматривалась в работе [71]. 

Далее рассмотрим случай ( 0,1b . Условие (2.11) впервые выполняется 

на внутренней поверхности цилиндра, где напряженное состояние удо-

влетворяет неравенствам 
zz rr

 


    и ( )2 1 3
/2 +   . Отсюда 

 ( )
( )( )

( )
( )( )


  
     

−
 =

+ − − + − 2

1
, , 4 .

1 2 3 2 1 2
p

 (2.42) 

В формуле (2.42) вместо b  используется параметр   (2.12). При 

p
=  на внутренней поверхности цилиндра зарождается пластическая 

область №6. С увеличением скорости вращения упругопластическая гра-

ница движется в сторону внешней поверхности цилиндра. Далее в зави-

симости от значений параметров возможны два сценария: 

1. упругопластическая граница достигает внешней поверхности 

цилиндра и цилиндр полностью переходит в пластическое состояние; 

2. на внутренней поверхности цилиндра напряженное состояние 

достигает ребра ( ) 2
zz rr
= +


    и зарождается область №7, с последую-

щим увеличением скорости весь цилиндр переходит в пластичность. 
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(а)  (б) 

Рис. 2.10 — Распределение напряжений в полом цилиндре с закрепленными тор-

цами при fp= : (а) условие (2.11) при 1 2b= , (б) условие Мизеса. 

Заметим, что для достаточно толстых цилиндров возможно появле-

ние и других пластических областей, поэтому далее будем предполагать 

0.4 . Как показали расчеты в этом случае в цилиндре возможно появ-

ление одной (№6) или двух (№6 и №7) пластических областей. Далее в 

подразделе 0.5=  если не указано иное. В этом случае пластическое те-

чение в цилиндре происходит только в области №6. На рис. 2.10а и рис. 

2.11а показаны напряжения и пластические деформации при 
fp

= .  

  

(а) (б) 

Рис. 2.11 — Распределение пластических деформаций в полом цилиндре с закреп-
ленными торцами при fp= : (а) условие (2.11) при 1 2b= , (б) условие Мизеса. 
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Сравнение результатов расчетов, полученных с помощью числен-

ных расчетов на основе нелинейного условия Мизеса [86] (рис. 2.10б и 

2.11б), и его кусочно-линейной аппроксимации (рис. 2.10а и 2.11а) пока-

зало, что напряжения в цилиндре за исключением осевой компоненты 

почти не отличаются. Из пластических деформаций заметная разница 

присутствует в радиальной и осевой компонентах, тогда как тангенци-

альная составляющая практически совпадает.  

  

(а) (б) 

   Рис. 2.12 — Зависимости максимального эквивалентного напряжения от (а) пара-
метра b ; (б) параметра H  при fp=  в полом цилиндре с закрепленными торцами. 

Зависимости максимального эквивалентного напряжения при 

fp
=  от параметров ,b H  изображены на рис. 2.12a и рис. 2.12б. Макси-

мальное значение эквивалентного напряжения достигается на поверхно-

сти цилиндра  = .  Видим, что эквивалентные напряжения в цилиндре 

в большей степени зависят от параметра упрочнения H  по сравнению с 

параметром b . Величина эквивалентных напряжений в полом цилиндре 

значительно выше по сравнению со сплошным. (рис. 2.4 и рис. 2.8). 

На рис. 2.13a и рис. 2.13б представлены зависимости критической 

скорости вращения 
fp

  от параметров ,b H . На рис. 2.13б также отмечены 

данные для 
fp

 , полученные с помощью условия Мизеса [86]. Видим, что 
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критическая скорость 
fp

  практически линейно возрастает с увеличе-

нием параметра .b  Величина прироста слабо зависит от параметра 

упрочнения H  и составляет более 20%. Увеличение параметра упрочне-

ния H в свою очередь также существенно увеличивает критическую ско-

рость вращения. Прирост 
fp

  для  ,10H составляет более 23%. 

Результаты для 0.5b=  хорошо согласуются с данными Эразлана, полу-

ченными численно с использованием условия Мизеса. Средняя разница 

критической скорости вращения 
fp

  составляет менее 0.5% . 

  

(а) (б) 

Рис. 2.13 — Зависимости критической скорости вращения fp  от (а) параметра b ; 

(б) параметра упрочнения H  для полого цилиндра с закрепленными торцами. 

Как было сказано ранее, в цилиндре возможно появление одной или 

двух пластических областей, соответствующих условию (2.11). К сожале-

нию, установить аналитическую зависимость между параметрами, при 

которой реализуется тот или иной сценарий пластического течения, 

представляется невозможным. Тем не менее, с помощью численных рас-

четов установлено, что если  0.1,
t

   и  )0.75,1 , то для  0,1b  и 

0H   пластическое течение в цилиндре происходит только в одной пла-

стической области (область №6). Величина 
t

  определена численно и со-

ставляет 0.3087.
t
  При 0.1  возможно появление других 



Упругопластическая задача для упрочняющегося материала 126 

пластических областей. Заметим, что неравенство  0.1,
t

   справед-

ливо для многих конструкционных материалов. Если приведенные выше 

условия выполняются, то справедлива следующая точная формула: 

( )

( )( )
( )( )

( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( )( )

2 1 22

1 2

2 3 2

3 4

2

1 2 1 3 1

2 2

4 1

2 2 2

, , ,

1 2 11 9
,

1 21 2 1 2 1

1 2 ; 1 ; 1 1 1 2 3 2 ;

3 2 3 1 3 3;

1 1 2 1 2 1 2 2 5 4 1 .

fp
H

f f

f f

f f f f f

f f

H

+

+

 =

+ − − −− −
=

−+ − + − + −

= + − = − = − − − − −

= + − + −

=

+ −

+ − − − − + − + −

  
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  

    

      

      

    

       

 (2.43) 

Заметим, что для выбранных значений параметров ,b H границы 

применимости формулы (2.43) могут быть существенно расширены. В 

частности, при 1.0H =  формула (2.43) справедлива для  )0.4,1 . В це-

лом с увеличением параметра упрочнения H границы применимости 

(2.43) увеличиваются, а с увеличением параметра b  — уменьшаются.  

Рассмотрим некоторые свойства зависимости (2.43). В пределе при 

( )1/2 0b→ →  формула (2.43) дает оценку для условия Треска: 

 
( )( )

( ) ( ) ( )( )( )
   

     

− − −
 =

− + + − + −

2 2 2

2 2 2

4 1 1 8 log
.

1 4 1 1 2 3 2

Tr

fp

H

H
 

В частном случае для идеального упругопластического материала 

( )0H =  выражение (2.43) даст нижнюю оценку критической скорости 

вращения ( ), , ,
fp

H    : 

 ( )min

2

2log
, , , .

1
fp fp

H =− 
−


  


 (2.44) 

С другой стороны, 

 ( )
( )( )

( )
( )( )2

.l
1

, , , 4im
1 2 1 2 3 2

fH p
H

→

−
 =

− + − + −


  

     
 

Последняя величина совпадает с критической скоростью вращения 
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fp
  для чисто упругой модели материала, в которой напряжения не огра-

ничены поверхностью текучести (2.11). В случае условия Ишлинского-

Ивлева найдем верхнюю оценку для критической скорости вращения  

 
( )

( ) ( )( )
( )max

2

8 1
, , , .

2 1 2 3 2
fp fp

H
−

 = 
− − + −


  

   
 (2.45) 

Следует отметить, что формулы (2.44) и (2.45) справедливы по 

крайней мере для  )0.4,1  и  0.1, 0.5 . В итоге получим 

 

( )

( ) ( )
( )

m

1

min ax

1

, , , , .

, , , , , .i
1

l m lim
2

fp fp fp

fp p

H

H
→ →

     

 =  =
+ − 

  


     

  

 

  

(а) (б) 

Рис. 2.14 — Зависимости критической скорости вращения fp  от   и b  при 0.3 = : 

(а) 0.0H = ; (б) 1.0H = . 

На рис. 2.14a и рис. 2.14б представлены зависимости 
fp

 от   и b  

для идеального и упрочняемого материала ( )1.0H =  соответственно. Гра-

фики построены с помощью (2.43) в границах ее применимости, а там, где 

формула (2.43) неприменима использовались численные расчеты. 

Далее рассмотрим цилиндр со свободными торцами ( )0 .
zz

const =

Граничные условия задачи имеют вид: 

 ( ) ( )0, 1 0.
rr rr

= =    

Условие на суммарную осевую силу: 
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1

0.
zz
d =



   

Чисто упругое решение задачи представлено ниже: 

 

( )
( )

( )
( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( )
( )
( )

( )
( ) ( )



 
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 

  
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− −
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Условие пластичности (2.11) впервые выполняется на внутренней 

поверхности материала, где напряженное состояние соответствует грани 

№6. Отсюда скорость начала пластического течения принимает вид: 

 ( )
( )( )

( )( )( ) ( )2 2

4 1 1
, , .

1 1 3 1
p

b
b

b

− +
 =

− + + + −


 

   
 

Далее предполагаем, что 0.4 . Решение упругопластической за-

дачи для частного случая 0b=  приведено в работах [71, 88]. Сначала рас-

смотрим эволюцию пластического течения для случая ( )0,1b . Условие 

пластичности (2.11) впервые выполняется на внутренней поверхности 

цилиндра, где напряжения удовлетворяют неравенствам 
zz rr

 


    и 

( )2 1 3
2 +   . В результате этого на внутренней поверхности цилиндра 

зарождается пластическая область №6. Далее с увеличением скорости 

вращения упругопластическая граница движется в сторону внешней по-

верхности цилиндра. При 
1

 =  напряженное состояние на упругопла-

стической границе переходит на ребро №5, в результате чего в цилиндре 

появляются области №4 и №5. Далее в момент 
2

 =  пластическая об-

ласть №4 исчезает. Наконец, при 
fp

=  весь цилиндр переходит в пла-

стическое состояние. Таким образом, в общем случае процесс 

упругопластического деформирования разбивается на 3 интервала. Ниже 

приведена конфигурация областей в цилиндре на каждом из интервалов: 
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( )

( )

( )

1

1 2

2

, : 6,  упругая область;

, : 6,  5,  4,  упругая область;

, : 5,  4,  упругая область.

p

fp

№

№ № №

№ №

 

 

 

 

Заметим, что при некоторых условиях возможно выполнение нера-

венства 
2 fp

  . В этом случае процесс деформирования состоит только 

из двух интервалов ( )1
,

p
   и ( )1

,
fp

  , на которых цилиндр состоит из 

следующих пластических областей: 

 
( )

( )
1

1

, : 6,  упругая область;

, : 6,  5,  4,  упругая область.

p

fp

№

№ № №

 

 
 

Следует отметить, что, как и в случае полого цилиндра с закреплен-

ными торцами для 0.4  возможно появление и других областей.  

При использовании условия Ишлинского-Ивлева ( )1b=  в момент 

p
=  появляется пластическая область, напряжения в которой удовле-

творяют соотношениям 
1
=


   и ( )2 1 3

2 +   . Далее при определен-

ных условиях напряженное состояние на внутренней поверхности 

цилиндра может перейти на ребро ( )2 1 3
2= +    призмы Ивлева, в ре-

зультате чего появятся 2 новых пластических области. 

  

(а) (б) 

Рис. 2.15 — Распределение напряжений в полом цилиндре со свободными торцами 
при fp= : (а) условие (2.11) при 1 2b= , (б) условие Мизеса. 
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(а) (б) 

Рис. 2.16 — Распределение пластических деформаций в полом цилиндре со свобод-
ными торцами при fp= : (а) условие (2.11) при 1 2b= , (б) условие Мизеса. 

Далее 0.5= , если не указано иное. На рис. 2.15а и рис. 2.16а пред-

ставлено распределение напряжений и пластических деформаций для 

полого цилиндра при скорости 
fp

= . На рис. 2.15б и рис. 2.16б пред-

ставлено численное решение для условия пластичности Мизеса [86].  

Видно, что напряженно-деформированное состояние для кусочно-линей-

ного и нелинейного условий практически не отличается за исключением 

небольшой области ( )1 2
,   .  

  

(а) (б) 

Рис. 2.17 — Зависимости максимального эквивалентного напряжения от (а) пара-
метра b ; (б) параметра H  при fp=  для полого цилиндра со свободными торцами.  
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На рис. 2.17 показаны зависимости максимального эквивалентного 

напряжения от параметров , .b H  Предполагается, что скорость вращения 

.
fp

=  Заметим, что максимальное значение эквивалентного напряже-

ния достигается на внутренней поверхности цилиндра ( )=  . Видим, 

что с увеличением параметров ,b H  величина эквивалентных напряже-

ний в цилиндре также растет, при этом параметр H  оказывает большее 

влияние по сравнению с параметром b .  

Зависимости критической скорости вращения от параметров ,b H

представлены на рис. 2.18. На рис. 2.18б также отмечены данные, полу-

ченные с помощью условия Мизеса [86]. Видим, что критическая скорость 

вращения существенно возрастает с увеличением параметров ,b H . По-

вышение 
fp

  при  0,1b  составляет 5.2%  и 10.1%  для идеального и 

упрочняемого ( )1.0H =  материала соответственно. Заметим, что крити-

ческая скорость вращения в полом цилиндре со свободными торцами бо-

лее чем, на 20% ниже по сравнению с полым цилиндром с закрепленными 

торцами (рис. 2.17). Разница между решениями для 1 2b =  и условием 

Мизеса составляет в среднем 1.6% .   

  

(а) (б) 

Рис. 2.18 — Зависимости критической скорости вращения fp  от (а) параметра b ; 

(б) параметра H  для полого цилиндра со свободными торцами. 
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Рассмотрим более подробно случай 1b= . Предположим, что пласти-

ческое течение при 
fp

  происходит только в одной области. Благо-

даря этому становится возможным получить аналитическое выражение 

для критической скорости вращения: 

( )( )( )
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(2.46)

 

Установлено, что для 0H   и  0,0.46148  формула (2.46) спра-

ведлива в диапазоне  1/2,1 . Как видим, границы применимости фор-

мулы (2.46) покрывают большинство конструкционных материалов. При 

0.46148  и 1/2  в цилиндре может появляться более одной пласти-

ческой области, и формула (2.46) становится несправедливой. Также от-

метим, что с увеличением параметра упрочнения H  границы 

применимости формулы (2.46) расширяются. В частности, уже при 

0.1H =  формула (2.46) справедлива для  0,1/2 и  1/2,1 . 

Рассмотрим некоторые свойства формулы (2.46). Заметим, что  

 
1 1

.lim lim 1
fp p

→ →
 =  =

 
 

Кроме того, 
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( )
( )

max

2

8 1
.

2 3 6
lim

5
f fpHp

→

−
 =  =

− + −



  
 

Величина max

fp
  совпадает с критической скоростью вращения, полу-

ченной для чисто упругой модели материала. 

  

(а) (б) 

Рис. 2.19 — Зависимости критической скорости вращения fp  от   и   для полого 

цилиндра со свободными торцами при 1b= : (а) 0.0H = ; (б) 1.0H = . 

     

(а) (б) 

Рис. 2.20 — Зависимости критической скорости вращения fp  от   и b  для полого 

цилиндра со свободными торцами при 0.3 = : (а) 0.0H = ; (б) 1.0H = . 

На рис. 2.19 приведены зависимости ( ),
fp

    для идеального и 

упрочняемого материалов. Видим, что повышение коэффициента Пуас-

сона ведет к повышению критической скорости вращения, что особенно 

заметно для упрочняемого материала (рис. 2.19б). Интересно отметить, 

что для идеального упругопластического материала величина 
fp

  для 

3/4  практически не зависит от коэффициента Пуассона. В этом 
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случае с помощью разложения в ряд Тейлора можно получить следую-

щую очень точную приближенную формулу: 

 
( )

2

4

1
fp

 
+

 (2.47) 

На рис. 2.20a и рис. 2.20б изображены зависимости критической 

скорости  
fp

  от   и b  для идеального и упрочняемого материала 

( )1.0H =  соответственно. Представленные графики построены с исполь-

зованием точной формулы (2.46) в границах ее применимости, а там, где 

формула (2.46) неприменима использовались численные расчеты. Ви-

дим, что с увеличением параметра   критическая скорость вращения 

быстро уменьшается. Кроме того, для достаточно тонких цилиндров вли-

яние параметра b  пренебрежимо мало. Так, для цилиндра из идеального 

упругопластического материала при 0.85  критическая скорость 
fp

  

зависит только от параметра   и для нее с высокой степенью точности 

справедлива приближенная формула (2.47).  

В заключении покажем, что полученная формула для критической 

скорости вращения (2.46) согласуется с теорией мембран. Рассмотрим 

тонкий полый цилиндр со свободными торцами. Радиальное и осевое 

напряжения в нем пренебрежимо малы: 0
rr zz
= =  . Из уравнения равно-

весия получим: 2 .=


   Предположим, что тангенциальное напряже-

ние не зависит от радиальной координаты   и равняется напряжению в 

среднем сечении ( )1 2= +   цилиндра. Тогда ( )
2

.1 4= +


 Общее 

кусочно-линейное условие (2.11) сводится к условию 1=


 . Откуда пре-

дельная скорость 
( )

2

4

1
fp

 =
+

, что совпадает с формулой (2.47). 
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2.3. Упругопластическое деформирование вращающегося 

цилиндра с жестким включением при  наличии 

температурного градиента 

2.3.1 Определяющие уравнения 

Данный раздел посвящен термоупругопластическому анализу вра-

щающегося цилиндра с жестким включением. Цилиндр вращается вокруг 

собственности оси с угловой скоростью  , угловым ускорением прене-

брегаем. Также в цилиндре присутствует неравномерное стационарное 

температурное поле, вызванное разностью температур на внутренней и 

внешней поверхностях. Предполагается, что цилиндр находится в состо-

янии плоской деформации и сохраняет осевую симметрию в процессе де-

формирования. При таких ограничениях точки цилиндра движутся 

только в радиальном направлении и 
r
u  является единственным ненуле-

вым перемещением. Для удобства в данном подразделе используется си-

стема безразмерных величин, включающая в себя параметры (2.2), а 

также параметры, связанные с температурным деформированием  

 0

0 0 0

1, ,,
ij i

t

j

t ETE T
T

T
= = − =   
 

 (2.48) 

t

ij
  — температурные деформации, T  — температура, 

0
T  — отсчетная 

температура,   — коэффициент линейного теплового расширения. Да-

лее в разделе знак верхнего подчеркивания для краткости всюду опущен. 

Механические и теплофизические параметры материала предполага-

ются не зависимыми от температуры. Материал цилиндра принят одно-

родным и изотропным. При сформулированных выше допущениях, 

касательные напряжения в цилиндре отсутствуют, единственным урав-

нением равновесия является уравнение (2.7) в радиальном направлении. 

Полные деформации (2.3) представляют собой сумму упругих, пла-

стических и температурных деформаций 
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 ; ; .e p t e p t e p t

rr rr rr rr zz zz zz zz
= + + = + + = + +

   
             (2.49) 

Связь между напряжениями и упругими деформациями имеет вид: 

 

( )( )
( ) ( )( )

( )( )
( ) ( )( )

( )

1
1 1 ;

1 1 2

1
1 1 ;

1 1 2

.

e e e

rr rr zz

e e e

rr zz

zz rr

T

T

T

− + + − +
+ −

+ − + − +
+ −

= + −

=

=



 



      
 

      
 

    

 (2.50) 

В качестве условия пластичности используется условие Треска вме-

сте с линейным законом изотропного упрочнения [134] 

 ( )max , , 1 ,p

rr zz zz rr eq
H− − − = +

 
        (2.51) 

Пластическая составляющая деформации вычисляется в соответ-

ствии с ассоциированным законом течения (2.15) или (2.16), а прираще-

ние пластической деформации p

eq
d  определяется законом (2.18). 

Граничные условия задачи задаются следующим образом 

 ( ) ( )0, 1 0.
rr

u = =   (2.52) 

В свою очередь граничные условия по температуре имеют вид 

 ( ) ( ), 1 , .
in out out in

T T T T T T= =   (2.53) 

Решая стационарное уравнение теплопроводности с учетом гранич-

ных условий (2.53), нетрудно получить распределение температуры  

 ( )
ln

1 , .
ln

in out in
T T T T T T

 
= + −  = − 

 





 (2.54) 

2.3.2 Упругое равновесие и зарождение пластического течения 

Рассмотрим состояние в цилиндре до наступления пластического 

течения. Соотношения (2.50) в условиях плоской деформации: 

 

( )( )
( ) ( )( )

( )( )
( ) ( )( )

( )

1
1 1 ;

1 1 2

1
1 1 ;

1 1 2

.

rr rr

rr

zz rr

T

T

T

− + − +
+ −

= + − − +
+ −

=

= + −



 



     
 

     
 

    
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Уравнение равновесия (2.7) с учетом предыдущих соотношений за-

пишется следующим образом 

 
( )( )

( )
1 2

1 1 2 1
,

1 1
u u u T− −

+ − +
 + − = −  +

− −

  
   

 
 

здесь и далее штрих обозначает производную по координате  . Решая 

полученное уравнение, найдем упругое решение для произвольного тем-

пературного распределения 

 

( )( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( )( )

1 3 1

1 2

2 2 2

1 2

2 2 2

1 2

1 1 2 2

1 1 2 1
;

8 1 1

3 2
;

8 1 1

1 2
;

8 1 1 1

1 ; 1 1 2 ;

rr

u d d Td

d d Td

T
d d Td

d d d d

− −

− −

− −

+ − +
= + −  +

− −

−
= − + −  −

− −

+
= + −  − +

− − −

= + = + −





















  
      

 

 
     

 

   
     

  

  

 (2.55) 

где 
1 2
,d d  — константы интегрирования. 

Далее предполагается, что 0
in
T =  (температура на внутренней по-

верхности совпадает с отсчетной), тогда .
out

T T =  Определенный инте-

грал, входящий в решение (2.55), с учетом температурного 

распределения (2.54) запишется следующим образом 

 
( )2 2 2 22 ln

.
4ln 2

T
Td T

− − 
=  +





    
 


 

Константы 
1 2
,d d  вычисляются из граничных условий (2.52) 

 

( )( )
( )( )

( )( ) ( )

( ) ( )( )

2 2
2

1

4 2

2

2

1 2 3 2
1 1 2 ln ;

4 ln

3 2 1 2 1 2ln
;

8 4 ln

1 1 1 2 .

d T
d d

d T
d d

d

− − −
− − − + − 

− + − − +
+ =

= +

=

− −

   
   



    



  

 (2.56) 

Найдем значение температурного градиента 
p
T , соответствующее 

началу пластического течения, в отсутствии центробежных сил ( )0= . 
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Во-первых, докажем, что 
rr



  . Рассмотрим разность 

 
( )( )( )

( ) ( )( )

2 2 2 2

2 2

1 2 2ln 1
.

2 1 1 1 2 ln
rr

T
− + − − −

− = − 
− + −



      
 

    
 

Эта величина положительна, поскольку  

 2 2 22ln 1 ln 1 0.− −  − −      

Аналогичным образом можно доказать, что 
zz




  , причем равен-

ство достигается только на внутренней поверхности =  . Из вышеска-

занного следует, что напряженное состояние в цилиндре удовлетворяет 

неравенству 
rr zz
 


   . Теперь необходимо найти точку цилиндра, в 

которой разность 
rr zz
−   достигает наибольшего значения. Приравняем 

к нулю производную 

 
( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) ( )( )

2 2 2

3 2

2 1 1 2 ln 1 1 2
0.

2 1 1 1 2 ln
rr zz T

− + − + + − −
=  =

 − + −

       


     
 

Приведенное выше уравнение имеет решение в точке 

 
( ) ( )( )

( )

2

2

2

2 1 1 2 ln
.

1 1 2

− + −
= −

+ −

   


 
 

Нетрудно убедиться, что эта точка является точкой минимума 

функции 
rr zz
−  . Если указанная точка принадлежит отрезку  ,1 , то 

тогда разность 
rr zz
−   достигает наибольшего значения на одной из бо-

ковых поверхностей цилиндра. В противном случае наибольшее значе-

ние — на внешней поверхности цилиндра. Рассмотрим значения 
rr zz
−   

на боковых поверхностях и заметим, что 

 ( ) ( )
( )( ) ( )( )( )

( ) ( )( )

2 2

21

1 1 2 1 2 ln
0,

2 1 1 1 2 ln
rr zz rr zz

T
= =

− − − + −
− − − = −  

− + −  

     
    

   
 

откуда следует, что разность 
rr zz
−   имеет большее значение на поверх-

ности 1.=  Таким образом, при воздействии только температурного 

градиента пластическое течение зарождается на внешней поверхности 
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цилиндра  =1,  а соответствующее значение градиента 
p
T  можно 

найти из (2.55), (2.56) и записать следующим образом 

 
( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

2

2 2

2 1 1 1 2 ln
.

2 1 1 2 ln 1
p
T

− + −
 =

− + − − −

   


     
 (2.57) 

Далее предполагается, что действия лишь температурного гради-

ента недостаточно для начала течения, т.е. 
p

T T  . 

Рассмотрим общий случай 0.  В упругом состоянии поле напря-

жений в цилиндре представляет собой сумму механических и темпера-

турных напряжений. В работе [25] показано, что в изотермическом 

случае цилиндр состоит из трех областей, напряжения в которых удовле-

творяют следующим неравенствам (в порядке их расположения в цилин-

дре): 
rr zz
 


   ; 

rr zz
 


   ; 

zz rr
 


   . С другой стороны, выше 

было доказано, что температурные напряжения всегда удовлетворяют 

неравенству 
rr zz
 


   . Очевидно, что при одновременном темпера-

турном и механическом воздействии цилиндр в общем случае также со-

стоит из трех указанных выше областей, а с увеличением градиента 

температуры T  в цилиндре последовательно исчезают третья и вторая 

области. Поэтому условие пластичности Треска (2.51) может выпол-

ниться в одной из следующих форм: 1
rr zz
− =  , 1

zz
− =


  , 1

rr
− =


  . 

Определение скорости 
p

  начала пластического течения и соответству-

ющей радиальной координаты сводится к вычислению наибольшего зна-

чения каждой из перечисленных выше функций. К сожалению, строгое 

решение этой задачи является достаточно сложным и громоздким в силу 

большого количества параметров и необходимости решать трансцен-

дентные уравнения. Разумеется, для известных значений параметров 

данная задача может быть решена численно. 

Далее покажем, что при определенных условиях течение в цилин-

дре всегда начинается в соответствии с уравнением 1
rr zz
− =  . Во-
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первых, рассмотрим выражение 

 

( ) ( )

( ) ( )( )( )
( ) ( )( )

( )

( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )( )

2 2 2

2 2

2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2

1 2 3 2 1 1 2

4 1 1 1 2

1 2 ln
.

1 1 1 2 ln

rr zz rr

T

=
− − − =

− − − − + −
= + −

− + −

+ − + − − +
− 

− + −

 
   

     
 

   

          

    

 

Предыдущее выражение положительно, следовательно, условие 

1
rr zz
− =   выполнится на внутренней поверхности раньше, чем где-либо 

в цилиндре выполнится условие 1
rr

− =


  . Далее предположим, что на 

внутренней поверхности цилиндра =   выполнилось условие 

1
rr zz
− =  . Соответствующая скорость вращения равна 

 

( ) ( )( )
( )

( )

( ) ( )( )

2 2

*

2 2

4 1 1 1 2 2 1 2ln
,

1 2 ln

1 3 2 1 2 .

T
S S

S

− + − − +
 = − 

−

= − − + −

     

 

   

 (2.58) 

Заметим, что 
*

  убывает с увеличением температуры T . Оценим 

сверху разность напряжений 
zz

−


  . Рассмотрим по отдельности меха-

ническую и температурную составляющие напряжений, для которых бу-

дем использовать верхние индексы «m» и «t» соответственно. В 

дальнейших рассуждениях используется ряд производных, вывод кото-

рых для краткости пропущен. Используя соотношения (2.55) и (2.56) не-

трудно убедиться, что разность 
zz

−


   возрастает с увеличением 

скорости вращения  , максимальное значение которой в свою очередь 

достигается при 0T = . Отсюда следует, что механические напряжения 

удовлетворяют неравенству 

 ( )
( ) ( )( )( )

( ) ( )( )*

2 2 2 2 2

2 2 2, 0

3 2 1 1 2
.

2 1 3 2 1 2
m m m m

zz zz T=  =

− − − − + −
−  − =

− − + −
 

      
   

    
 

Далее, используя стандартные методы математического анализа, 

найдем наибольшее значение функции в правой части предыдущего 
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неравенства и получим оценку 

 

( )( )
( )

( ) ( )( )

2
2

2

2

2 2

3 2
1 1 2

1 1 2
.

2 1 3 2 1 2
m m

zz

 − −
+ − − 

 + − − 
− − + −



 
  

 
 

   
 (2.59) 

Теперь рассмотрим температурную составляющую напряжений. За-

метим, что разность t t

zz
−


   растет с увеличением координаты  , следо-

вательно справедливо следующее соотношение 

 ( )
( )

( )( )

2

21

1 2ln
.

2 1 1 2 ln
t t t t

zz zz
T

=

− +
−  − = 

+ −
 



 
    

  
 (2.60) 

В итоге условие 1
zz

− 


   с помощью неравенств (2.59), (2.60) и 

выражения (2.57) для 
p
T  преобразуется к виду 

 

( )( )
( )

( ) ( )( )

( )( )
( )( ) ( )( )

2
2

2

2

2 2

2

2 2

3 2
1 1 2

1 1 2

2 1 3 2 1 2

1 1 2ln
1.

2 1 1 2 ln 1

 − −
+ − − 

 + −  +
− − + −

− − +
+ 

− + − − −

 
  

 

   

  

     

 (2.61) 

Выполнение предыдущего неравенства гарантирует, что пластиче-

ское течение начнется в соответствии с условием 1.
rr zz
− =   С помощью 

численных расчетов установлено, что при 0.245  неравенство (2.61) 

справедливо для любых 0  и .
p

T T   Случай нарушения неравенства 

(2.61) подробно не рассматривается, но тестовые расчеты показали, что 

качественные отличия от описанных ниже результатов могут про-

явиться только при 0  и .
p

T T   

2.3.3 Упругопластическое деформирование 

В общем случае в цилиндре формируются 6 пластических областей, 

соответствующих разным граням и ребрам призмы Треска. На эволюцию 

пластического течения существенное влияние оказывают 
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геометрические и механические параметры, а также величина темпера-

турного градиента. Далее предполагается, что параметры   и   удовле-

творяют неравенству (2.61), а значит, условие Треска впервые 

выполняется в форме 1.
rr zz
− =   Для не слишком высоких значений T  

пластическое течение начинается на внутренней поверхности цилиндра, 

а соответствующую скорость 
p

  можно вычислить с помощью (2.58). В 

результате на внутренней поверхности цилиндра зарождаются пласти-

ческие области I и II, напряженное состояние в которых удовлетворяет 

неравенствам 
rr zz
 =


    и 

rr zz
 


    соответственно. Разумеется, с 

увеличением скорости вращения размеры пластических областей увели-

чиваются, а границы между областями I и II, и между областью II и упру-

гой областью движутся в сторону внешней поверхности цилиндра. Далее, 

если 
tr

  , то при 
1

 =  на внешней поверхности цилиндра зарожда-

ется пластическая область VI, соответствующая грани 
zz rr

 


    по-

верхности Треска (2.51). После этого, при 
2

 =  на упругопластической 

границе между областью II и упругой областью выполняется равенство 

rr
=


  , в результате чего в указанной точке появляются пластические 

области III и IV, напряженное состояние в которых удовлетворяет нера-

венствам 
rr zz
= 


    и 

rr zz
 


    соответственно. Наконец, при 

fp
=  упругая область между областями IV и VI исчезает, а на ее месте 

формируется пластическая область V, соответствующая ребру 

rr zz
 =


    поверхности текучести Треска (2.51). Если же ,

tr
   то сна-

чала при 
1

 =  появляются пластические области III и IV. Далее при 

2
 = , для 

tr
T T   на внешней поверхности цилиндра появляется пла-

стическая область VI, а в случае 
tr

T T   упругопластическая граница до-

стигает внешней поверхности и весь цилиндр переходит в пластическое 

состояние. При скоростях выше 
fp

  цилиндр состоит из 6 пластических 
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областей, границы между которыми меняют свое положение, при этом 

увеличиваются области, соответствующие ребрам призмы Треска. В 

настоящей подразделе предполагается, что 
fp

 . 

Рассмотрим коротко случай, когда 
p

T T  . Условие 1
rr zz
− =   мо-

жет впервые выполниться не на внутренней поверхности, а внутри ци-

линдра. Тогда скорость 
p

  и соответствующая координата могут быть 

найдены из численного решения оптимизационной задачи 

 
,

argmin ,





 

при ограничениях ( ) ( )0, , 1, 1.
rr zz

   − =        

В результате внутри цилиндра формируется пластическая область 

II, которая с каждой стороны окружена упругими областями (константы 

интегрирования, в которых, разумеется, различны). С увеличением ско-

рости вращения условие пластичности 1
rr zz
− =   выполняется на внут-

ренней поверхности, в результате чего в цилиндре появляются области I 

и II* (в этой области справедливы те же уравнения, что и в появившейся 

ранее области II, но константы интегрирования имеют другое значение). 

При определенной скорости вращения упругая область между областями 

II* и II исчезает, и указанные области сливаются в одну. В результате оста-

ются пластические области I, II и упругая область, а дальнейшая эволю-

ция течения следует рассмотренным выше закономерностям. 

Далее найдем решение определяющей системы уравнений для каж-

дой из пластических областей. Для констант интегрирования введены 

обозначения 
1 2 12
, , ...,c c c . Решение (2.55) остается справедливым в упругой 

области, но константы 
1 2
,d d  необходимо определять отдельно для каж-

дой стадии упругопластического деформирования. Пластическая об-

ласть I соответствует ребру призмы Треска, в котором справедливо 

неравенство 
rr zz
 =


   , тогда условие пластичности (2.51) примет вид 

 1 .p
rr rr zz eq

H− = − = +


      
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Из предыдущих соотношений с помощью (2.16) и (2.18) получим 

( )p p p

rr zz
= − +


   , p p

eq rr
=  . Далее используя закон Гука (2.50) и условие пла-

стической несжимаемости, преобразуем условие пластичности к системе 

 
( ) ( )

( ) ( )
 



     

    

+ + − = − − +

+ + + = − +

1 1 ;

2 1 ;

p p

rr rr

p p

rr rr

H H

H H
 

решая которую найдем компоненты пластических деформаций 

 

( )

1 1 1

1

1 1 1

2 12 1
,

1 1 1
,

2

p

rr rr

p

rr

g g g

g

g g g

+
= − −

+ +
= − + +



 


  


  

 

где ( )1
3 2 1 .g H= + +  С учетом последних соотношений из закона Гука 

(2.50) найдем распределение напряжений 

 

( )( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

1 1 1

1 1 1

1 2 1 1 2 2
;

1 2 1 2 1 2

1 2 1 1
.

1 2 1 2 1 2

rr rr

zz rr

H H T

g g g

H H T

g g g

+ − +
= + − +

− − −

+ +
= = + − −

− − −



 

  
  

  

 
   

  

 

Далее преобразуем уравнение равновесия (2.7) с учетом получен-

ных выше формул для напряжений к виду 

 
( )

( )( )
( )
( )( )

1 2 1

1 1 1 1 1 1

1 1

' 3 ',
1 2

1 21
; .

1 2 1 1 2 1

u u k u h h g h g T

H
k h

H H

− − −+ − = − −  +
−

−+
= =

+ − + −


   





 

 

решение этого уравнения с учетом (2.54) запишется следующим образом 

 ( )
( ) ( )

1 1 1 3

1 2 1 1

1 1 1 1

3 ,

1 2
; .

8 17 18 1 2 ln

k ku c c H m n T

m g n g
H H

− −= + − −  − 

−
= =

+ − −

    

 

  

 

Рассмотрим пластическую область II, в которой напряженное состо-

яние удовлетворяет неравенству 
rr zz
 


   , а условие Треска (2.51) 

выполняется в следующем виде 
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 1 .p

rr zz eq
H− = +    

Из предыдущего условия вместе с (2.15),  (2.18) следует, что ,p p

eq rr
= 

p p

zz rr
= −  , 0p =


 . Далее закон Гука (2.50) примет вид 

 

( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( )
( )( )

( )

1 1 2 1
;

1 1 2

1 1
;

1 1 2

.

p

rr eq

rr

rr

p

zz rr eq

T

T

T

− + − − − +

+ −

+ − − +

−

=

−

+ +=

+
=









      


 

    


 

     

 

С помощью полученных соотношений преобразуем условие пла-

стичности и представим пластическую деформацию в виде 

( )
( )

1
.

2 1
p rr

eq
H

− +
=

+ +

 



 Уравнение равновесия (2.7) с учетом закона Гука и 

предыдущего соотношения запишется следующим образом 

 
( )

( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )

1 2 1 2 2

2 2 2 2

2

2 2 22 2

,
1 2

1 1 1 2
; ; 2 1 .

1 1 1 1

h g
u u k u h h g T

g
k h g H

H H

− − −  + − = − −  +
−

− + −
= = = + +

+ − + −

    


  


 

 

Используя (2.54), найдем решение приведенного выше уравнения 

 

( )

( )( )

( )
( )
( )

2 2 3

3 4 2 2

2 2

2 22

1 .

1 1 2 1
; .

7 2 8 1 1 2 ln

k ku c c m n T

g g
m n

H

−
= + + + −  + 

+ − +
= =

+ + − −

     

  


   

 

В пластической области III справедливо неравенство 
rr zz
= 


   . 

Условие пластичности Треска (2.51) запишется в виде 

 1 .p
rr zz zz eq

H− = − = +


      

Из предыдущих соотношений с помощью (2.16) и (2.18) получим 

( )p p p

zz rr
= − +


   , p p

eq zz
= −  . Поскольку 

rr
=


  , то уравнение равновесия 

(2.7) легко интегрируется, в результате чего найдем 

 2

6
/ 2; 1 .p

rr zz rr zz
c H= = − = − +


       
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Далее преобразуем закон Гука (2.50) с помощью предыдущих соот-

ношений для напряженного состояния 

 

( )
( )
( )

( ) ( )( )( ) ( )( )( )
( )

11 1
2 1 2 ,

1 2 1 2 1 2

1 2 1 3 2 1 3 2 1
.

1

p

zz rr rr

rr

rr

H H T

H

+
= + − − +

− − −

− − + + − + +
+ = −

+






     

  

    
 

 

Используя (2.3) и (2.54), найдем решение второго из представлен-

ных выше уравнений относительно неизвестного перемещения в виде 

 

( )
( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

( )

35

6 3 3

6 3 6 3

1 2
1 2ln ;

8 1 4 1 ln

1 2
1 ; 3 2 1 .

2 1 1 2

c
u с g g T

H H

T
с g c g H

H

−
= + −  +  −

+ +

  − 
= + − = + +    + −  

 
   

 

 




 

Оставшиеся компоненты пластических деформаций определяются 

из разделения (2.49) и закона, обратному к закону Гука (2.50): 

 
( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 ;

1 2 1 .

p p

rr rr rr zz

p p

rr zz

H T

H T

= − − + − −

= − − + − −
 

      

      
 

Напряженное состояние в пластической области IV соответствует 

грани призмы Треска 
rr zz

 


   , следовательно условие пластичности 

(2.51) примет вид 

 1 ,p

zz eq
H− = +


    

Из (2.15) и (2.18) следует p p

eq
=


  , p p

zz
= −


  , 0p

rr
= . Далее закон Гука 

(2.50) с учетом предыдущих соотношений преобразуется к виду 

 

( )( )
( ) ( )( )

( )( )
( ) ( ) ( )( )

( )

1
1 1 ;

1 1 2

1
1 1 2 1 ;

1 1 2

.

rr rr

p

rr eq

p

zz rr eq

T

T

T

= − + − +
+ −

= + − − − − +
+ −

+ + −=



 



     
 

       
 

     

 

Из полученных выше соотношений и условия пластичности найдем 
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( )

( )

1
.

2 1
p

H

− +
=

+ +





 



 

Используя закон Гука (2.50) и последнее выражение, преобразуем 

уравнение равновесия (2.7) к следующей форме 

 
( )

( )
( )

( )( )
( )

( )

1 2 14 4

4 4

4

2

4 4 4

4

' ';
1 2

1 1 1 1 2
, , 2 1 .

1 1

h h
u u k u h T

g

H
k h g H

g

− − −+ − = −  +
−

+ − + −
= = = + +

− −

    


  


 

 

Решение предыдущего уравнения с учетом (2.54) запишется в виде 

 

( )

( )( )

( )
( )

( )

4 4 3

7 8 4 4

4 4 4 42

1 .

1 2 1 1
; .

17 18 8 1 1 2 ln

k ku c c m n T

m g n g
H

−
= + + + −  − 

− + +
= =

− + − −

     

   

   

 

Пластическая область V соответствует ребру призмы Треска, напря-

женное состояние в котором удовлетворяет неравенству 
rr zz

 =


   . 

Условие пластичности примет вид 

 1 .p

zz rr eq
H− = − = +

 
      

Из предыдущих соотношений с помощью (2.16) и (2.18) получим 

( )p p p

rr zz
= − +


   , p p

eq
=


  . По аналогии с пластической областью I получим 

систему линейных уравнений относительно пластических деформаций 

 
( ) ( )

( ) ( )

1 1 ;

2 1 .

p p

rr rr

p p

rr

H H

H H

− + + + = − + − +

+ + + = − +

 

 

     

    
 

решение которой имеет вид 

 
( )

5

5 5 5

5 5 5

1 1 1
;

2

2 11 2
,

p

rr rr

p

rr

g

g g g

g g g

+ +
= − +

+
= − + −



 


  


  

 

где ( )= + +
5

3 2 1 .g H  Используя предыдущие выражения, преобразуем 

закон Гука (2.50) к виду 
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( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )( )
( )

5 5 5

5 5 5

1 1 2 1
;

1 2 1 2 1 2

1 2 11 2 2
.

1 2 1 2 1 2

rr zz rr

rr

H H T

g g g

HH T

g g g

+ +
= = + − −

− − −

+ −+
= + − +

− − −



 

 
   

  

 
  

  

 

Далее уравнение равновесия (2.7) с учетом приведенных выше со-

отношений запишется следующим образом 

 
( )

( ) ( )
( )

1 2 1 5 5

5 5 5 5

5 5

' 3 ';
1 2

1 2 1 1 2
; ;

1 1

h g
u u k u h h g T

H
k h

H H

− − −+ − = −  +
−

+ − −
= =

+ +


   



 
 

а его решение с учетом температурного распределения (2.54) примет вид 

 ( )
( ) ( )

5 5 1 3

9 10 5 5

5 5

5 5

3 ;

1 2
; .

8 7 2 1 2 ln

k ku c c H m n T

g g
m n

H H

− −= + − −  + 

−
= =

+ + −

    

 

  

 

В пластической области VI напряжения удовлетворяют неравен-

ству 
zz rr

 


   , следовательно условие Треска примет вид 

 1 ,p

rr eq
H− = +


    

Из приведенного выше уравнения вместе с (2.15) и (2.18) следует, 

что p p

eq
=


  , p p

rr
= −


  , 0p

zz
= . Отсюда закон Гука (2.55) можно преобразо-

вать к представленной ниже форме 

 

( )( )
( ) ( ) ( )( )

( )( )
( ) ( ) ( )( )

( )

1
1 1 2 1 ;

1 1 2

1
1 1 2 1 ;

1 1 2

.

p

rr rr eq

p

rr eq

zz rr

T

T

T

= − + − − − +
+ −

+ − + − − +
+ −

= + −

=


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Из полученных выше соотношений и условия пластичности найдем 

 
( )

( )

1
.

2
p rr

H H

− + − +
=

+ +





  



 

Используя закон Гука и выражение для пластической деформации, 



Упругопластическая задача для упрочняющегося материала 149 

преобразуем уравнение равновесия (2.7) к виду 

 
( )

( )( )

( )( )

1 2 1 6 6

6 6 6

6 62

' 2 ',
1 2

1 1 2
; 2 .

1 1

h g
u u u h h g T

h g H H
H

− − −+ − = −  +
−

+ −
= = + +

+ −

    


 




 

Решение этого уравнения с учетом (2.54) запишется как 

 

( )

( )

( )( )

1 3

11 12 6 6 6

66 6

6 6 2

ln 1 2ln ,

1
; .

8 4 1 1 ln

u c c h m n T

gh g
m n

H

−= + + −  +  −

+
= =

+ −

      

 

 

 

Процесс упругопластического деформирования разделяется на два 

или три интервала в каждом из которых цилиндр состоит из нескольких 

пластических и упругой области. Завершающим шагом решения является 

вычисление неизвестных констант интегрирования и координат границ 

между областями. С этой целью для каждого интервала формулируется 

система уравнений, состоящая из граничных условий задачи (2.52), а 

также трех условий непрерывности на каждой границе. Такая система яв-

ляется линейной относительно констант интегрирования и нелинейной 

относительно координат между областями. Часть уравнений системы ре-

шается в символьном виде относительно констант интегрирования. Дан-

ный шаг может занимать длительное время, однако его достаточно 

выполнить лишь один раз. Далее полученные выражения вместе с пара-

метрами задачи подставляются в оставшиеся уравнения системы, кото-

рые решаются численно относительно неизвестных координат границ. 

Эту процедуру удобно выполнять в системах компьютерной алгебры. 

Рассмотрим первый интервал 
1p

  . Неизвестными величи-

нами являются константы интегрирования 
1 2 3 4
, , ,c c c c  в пластических об-

ластях I и II, 
1 2
,d d  в упругой области, а также координаты 

1
  и 

2
  границ 

между областями. Выражения для констант интегрирования можно по-

лучить из решения следующей системы линейных уравнений 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1

2 2 2

0; ; ;

0; 1; 1 0;

I I II I II

rr rr

II El El El

rr rr zz rr

u u u

p

= = =

= − = =

      

     
 (2.62) 

здесь верхний индекс обозначает область, индекс «El» соответствует 

упругой области. Координаты 
1

  и 
2

  определяются численно из приве-

денной ниже системы (2.63) нелинейных уравнений с учетом решения 

системы (2.62), численных значений параметров задачи  ,  , H ,  , T  и 

выбранного значения скорости вращения  . 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2
; .I II II El

zz zz
u u= =       (2.63) 

Нетрудно убедиться в том, что уравнения (2.62) и (2.63) обеспечи-

вают выполнение граничных условий, а также непрерывность всех иско-

мых функций. Переходное значение коэффициента Пуассона 
tr

  

вычисляется с помощью уравнений (2.63) вместе с условиями 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2
; 1 1 1.II II El El

rr rr
= − =

 
       (2.64) 

В полученной расширенной системе уравнений неизвестными яв-

ляются 
1

 ,
2

 , 
tr

 ,  . Для вычисления скорости 
1

  к уравнениям (2.63) 

добавляется одно из уравнений (2.64) в зависимости от выполнения не-

равенства 
tr

  . Значение 
tr

  зависит от параметров  , H ,  , T . 

На интервале 
1 2

   цилиндр может состоять из трех или че-

тырех пластических областей. В первом случае неизвестные константы 

интегрирования определяются из решения системы уравнений 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1

2 2 2

3 3 3

0; ; ;

0; 1;

1; 0; 1 0;

I I II I II

rr rr

II El El

rr rr zz

El El VI VI

rr rr

u u u

p

p

= = =

= − =

− = = =
 

      

    
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В свою очередь для вычисления границ используются уравнения 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3
; ; .I II II El El VI

zz zz
u u u u= = =         (2.65) 

Для определения переходной скорости 
2

  уравнения (2.65) допол-

няются первым из условий (2.64). Если 
tr

  , то на втором интервале ци-

линдр состоит из четырех пластических областей. Константы 
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интегрирования вычисляются из следующей системы уравнений 
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Координаты границ определяются численно с помощью системы 

 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 2

3 3 4 4

; ;

; .

I II II III

zz zz zz zz

III IV IV Elu u u u

= =

= =

       

   
 (2.66) 

Если 
tr

T T = , то пластическая область VI зарождается на внешней 

поверхности цилиндра в момент 
fp

=  перехода в состояние полной 

пластичности. Таким образом, для вычисления 
tr
T  дополним систему 

(2.66) следующими условиями 

 ( ) ( )4
1; 1 1 1.El El

rr
= − =


    (2.67) 

Заметим, что константы интегрирования в упругой области с уче-

том условия 
4

1=  примут вид 

 
( )( ) ( )

( )1 2

4 1 2 ln 2 1 2ln 2
; .

4 1 ln 4 4

tr
T

d d
− −  − +  +

= =
− −

   

  
 

Второе из условий (2.67) преобразуется следующим образом 

 
( )

( )

  

 

−  + 
+ =

−
1

1 2 ln 2
1.

4 1 ln
tr
T

d  

Из двух последних соотношений нетрудно найти переходное значе-

ние градиента температуры 

 .
tr
T =   

Если 
tr

T T  , то для вычисления 
2

  система уравнений (2.66) до-

полняется вторым условием (2.67). В противном случае система уравне-

ний (2.66) решается совместно с первым из уравнений (2.67) для 

определения 
fp

 . На третьем интервале 
2 fp

   цилиндр состоит из 

5 пластических областей. Необходимые системы уравнений на этом 
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интервале формулируются аналогичным образом, а дополнительное 

условие для вычисления 
fp

  имеет вид 
4 5
=  . 

2.3.4 Пример решения 

В качестве примера рассмотрим цилиндр, геометрический пара-

метр которого равен 0.25= . В качестве отсчетной температуры при-

нято 
0

300 .T K=  Цилиндр изготовлен из алюминиевого сплава со 

следующими значениями параметров 66ГПа,E =  
0

237МПа,=  

6.195ГПаH = , 5 12.32 10 K− −=  , 0.33=  [136]. Соответствующие безраз-

мерные величины примут значения 0.094H = , 1.938= . Отсюда макси-

мальное значение температурного градиента 0.4388,
p
T =  а переходное 

значение температурного градиента 0.1703
tr
T = . Также отметим, что не-

равенство (2.61) выполняется. 

 

Рис. 2.21 — Скорости начала пластического течения p  и полного перехода в состо-

яние пластичности  fp  в зависимости от температурного градиента T . 

Численные зависимости скоростей вращения 
p

  и 
fp

  от гради-

ента температуры T  представлены на рис. 2.21. Видно, что и 
p

  и 
fp

  

снижаются с увеличением T  от 0 до 
p
T  на 34% и 50% соответственно. 

Следует отметить, что в полом вращающемся цилиндре, боковые поверх-

ности которого свободны от напряжений, наличие положительного 
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температурного градиента также приводит к снижению  ,
p
однако уме-

ренные значения градиента T  могут вызвать даже небольшое увеличе-

ние критической скорости 
fp

  [97]. Скорость начала пластического 

течения (рис. 2.21) следует линейной аналитической зависимости (2.58) 

практически для всех значений T , лишь для 
p

T T   у графика 
p

  по-

является небольшой нелинейный участок. Зависимость ( )fp
T   состоит 

из двух практически линейных участков, а для 
tr

T T   скорость паде-

ния 
fp

  увеличивается. Интересно отметить, что для 
p

T T   во всем ци-

линдре еще до начала пластического течения реализуется напряженное 

состояние близкое к условию пластичности 1
rr zz
− =  , откуда можно 

ожидать, что скорости 
p

  и 
fp

  будут практически равны. Однако, как 

показали расчеты, при таких условиях цилиндр способен выдерживать 

значительные скорости до полного перехода в пластическое состояние и 

в нем также появляются пластические области III и IV. 

Перейдем к анализу напряженно-деформированного состояния. Не 

будем подробно останавливаться на каждой стадии процесса упругопла-

стического деформирования. Рассмотрим влияние температурного гра-

диента на распределение и величину напряжений и пластических 

деформаций в цилиндре. Для сравнения используются следующие значе-

ние температурного градиента 0.0T =  (изотермический случай), 

0.2T = , 0.4T = . На рис. 2.22 представлено распределение напряжений 

в цилиндре при скорости =2.709.  Данное значение скорости соответ-

ствует началу пластического течения в цилиндре при температурном 

градиенте 0.4T = . Разумеется, для значений градиента 0.0T =  и 

0.2T =  цилиндр при такой скорости еще находится в упругом состоя-

нии. Из рис. 2.22 видно, что наличие температурного градиента приводит 

к значительному повышению абсолютной величины напряжений во вра-

щающемся цилиндре. Помимо этого происходит и качественное 
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изменение напряженного состояния, в частности, при больших значе-

ниях градиента T  и скоростях близких к 
p

  в цилиндре реализуется не-

равенство 
rr zz
 


   , однако при дальнейшем увеличении скорости 

вращения вблизи внешней поверхности появится область где 

rr zz
 


   . 

 

Рис. 2.22 — Распределение упругих напряжений в цилиндре при 2.709=  для раз-
личных значений градиента температуры:1) 0.0T = ; 2) 0.2T = ; 3) 0.4T = . 

На рис. 2.23 представлено распределение напряжений и пластиче-

ских деформаций в цилиндре при скорости 6.428= . Выбранное значе-

ние скорости соответствует полному переходу цилиндра в пластическое 

состояние для значения градиента 0.4T = . При 0.0T =  и 0.2T =  и 

указанном значении скорости в цилиндре еще присутствует область чи-

сто упругого деформирования. Сравнивая рис. 2.22 и 2.23 отметим, что с 

ростом скорости вращения напряжения в цилиндре, разумеется, также 

возрастают. Из рис. 2.23 видим, что температурный градиент значи-

тельно ускоряет распространения пластического течения. Кроме того, 

как и в чисто упругом состоянии, абсолютная величина напряжений и 

пластических деформаций существенно возрастает с увеличением темпе-

ратурного градиента. Для достаточно больших значений температурного 
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градиента и скоростей вращения вблизи внешней поверхности цилиндра 

появляется область отрицательных осевых напряжений. В то время как в 

изотермическом случае все напряжения остаются положительными. 

  

(а) (б) 

Рис. 2.23 — Распределение напряжений (а) и пластических деформаций (б) при 
6.428=  для различных значений градиента температуры:  

1) 0.0T = ; 2) 0.2T = ; 3) 0.4T = . 

В данном разделе получено точное решение задачи об упругопла-

стическом деформировании вращающегося цилиндра с жестким включе-

нием при наличии температурного градиента между внутренней и 

внешней поверхностями. Установлено, что температурный градиент 

приводит к значительному снижению скорости начала пластического те-

чения, а само течение может возникнуть внутри цилиндра, а не на внут-

ренней боковой поверхности, как и в изотермическом случае. Скорость 

вращения, соответствующая полному переходу цилиндра в пластическое 

состояние, также снижается с увеличением температурного градиента. 

2.4. Ротационное автофретирование полых цилиндров из 

нелинейно-упрочняющегося материала 

2.4.1 Постановка задачи 

Рассмотрим полый цилиндр, вращающийся вокруг собственной 

оси. Скорость вращения цилиндра   медленно возрастает со временем, 
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вследствие чего угловое ускорение можно считать пренебрежимо малым. 

Предполагается, что цилиндр находится в состоянии плоской деформа-

ции ( )0
zz
=  и сохраняет осевую симметрию в ходе деформирования. При 

таких кинематических ограничениях единственным ненулевым переме-

щением в цилиндре является радиальное перемещение 
r
u , а сдвиговые 

деформации и касательные напряжения равны нулю. В данном разделе 

используется следующая система безразмерных величин: 
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 (2.68) 

где ,K n  — параметры, характеризующие упрочнение материала. Безраз-

мерные величины (2.68) в целом аналогичны системе величин (2.2) за ис-

ключением параметра упрочнения H . 

Постановка задачи в данном разделе включает в себя кинематиче-

ские соотношения (2.3),  уравнение равновесия (2.7) в радиальном 

направлении, закон Гука (2.5). 

В качестве условия пластичности используется условие Треска: 

 
31

,
eq y

−= =     (2.69) 

где 
eq

  — эквивалентное напряжение, 
31

,   — наибольшее и наимень-

шее главное напряжение. Пластические деформации вычисляются по ас-

социированному закону течения (2.15). Предел текучести определяется 

степенным законом упрочнения (законом Людвика): 

 ,1 n

y eq
H= +   (2.70) 

где 
eq
 — эквивалентная пластическая деформация. 

Предполагается, что боковые поверхности цилиндра свободны от 

нагрузок. В этом случае граничные условия задачи имеют вид: 

 ( ) ( )0, 1 0.
rr rr

= =    (2.71) 
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Условие пластичности (2.69) впервые выполняется на внутренней 

поверхности цилиндра при скорости вращения 
p

= . С последующим 

увеличением скорости вращения упругопластическая граница 
ep

=   

движется в сторону внешней поверхности цилиндра. При 
fp

=  ци-

линдр полностью переходит в состояние пластичности. Данный анализ 

ограничен диапазоном скоростей   ,
p fp

на котором цилиндр со-

стоит из пластической ( ),
ep

      и упругой ( ), 1
ep

     областей. Да-

лее рассмотрим решение определяющей системы в каждой из областей. 

2.4.2 Упругопластическое решение 

Для обозначения упругой и пластической области используются 

верхние индексы «el» и «pl» соответственно. Предположим, что напряже-

ния в пластической области удовлетворяют неравенству 
zz rr

 


   . В 

этом случае условие пластичности Треска (2.69) выполняется в форме: 

 .
rr y

− =


    (2.72) 

Распределение перемещений и напряжений в области упругого де-

формирования ( ), 1
ep

     имеет вид: 

 

( )
( )( )

( )( )
( )

( )
( )

( )
( )

31

2

2 21 1

2 22 2
,

1 1 1 21
1 1 2 ,

2 8 1

3 2 1 2
,

2 8 1 2 8 1

el

el el

rr

d
u

d
d

d

d
d

+ + −
= + + − − 

−

− +
= − + −  = + − 

− −


  
   

 

 
   

   

 (2.73) 

где 
1 2
,d d — константы интегрирования. 

Скорость, соответствующая началу пластического течения, явля-

ется функцией параметров   и   [55, 56, 69]: 

 
( )
( ) 2

4 1
.

3 2 1 2
p


− +

=
−

−



  
 (2.74) 

Константы интегрирования 
1 2
,d d определяются из решения си-

стемы уравнений: 
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( ) ( )

( )

1,

1 0.

el el

r

ep err

e

p

l

r

 − =


=






 

Смысл первого условия заключается в том, что на упругопластиче-

ской границе должно выполняться условие пластичности. Решение вы-

шеприведенной системы имеет вид: 

 

( )
( )

( )
( )

( )
( )


 













−
− 

−

− −
−  + 

− −

=

=

2 4

1

2 4

2

1 2

4 1

1 2 3 21

2 8 1 8 1

,

.

ep ep

ep ep

d

d

 (2.75) 

Из ассоциированного закона пластического течения (2.15) и усло-

вия (2.72) следует, что  

 , 0.p p p

rr zzeq
= − ==


     

Тогда с учетом кинематических соотношений (2.3) напряжения в 

пластической области цилиндра примут вид: 

 

( )( )
( ) ( )( )

( )( )
( ) ( )( )

( )

1
1 1 2 ,

1 1 2

1
1 1 2 ,

1 1 2

.

rr rr eq

rr eq

zz rr

= − + + −
+ −

= + − − −
+ −

= +



 



     
 

     
 

   

 

С учетом последних соотношений уравнение равновесия (2.7) запи-

шется следующим образом: 

 
( )( )

( )
( )
( )

2

2 2

1 1 2 1 21
2 .

1 1
eq eq

d

u u u d+ − −   
+ − = −  − + 

  − −  

   


       
 (2.76) 

Решение предыдущего уравнения должно удовлетворять гранич-

ным условиям вида 

 
( )

( ) 0

0,

.

pl

rr

eq ep




=

=

 


 (2.77) 

Решение уравнения (2.76) с учетом (2.77) запишется как 
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( )
( )( )

( )( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

1

2

3

21

2 2

21

2 2

1 2 2

2

2

2 4

2 4

2

1
1 1 2

2

1 1 2 1 2
,

8 1 1

3 2 1
,

2 8 1 1

1 2 1
,

2 8 1 1

1 2

1
,

1 2

4 1 2 8

pl

eq

eqpl

ep ep

ep e

rr

eqpl

eq

p

c
u c

d

c
c d

c
c d

c c

+
= + + − −

+ − −
−  −

− −

−
= − + −  −

− −

+  
= + −  − − 

− −  

− −
 − 

−
= − =

−
























  



  
  

  


  

   


   



 
 

  

 

   

( )
( )

2 .
3 2

8 1

−
+ 

−






 (2.78) 

Координата упругопластической границы определяется из условия 

 ( ) ( ) ,el pl

ep ep
u u=   

которое после преобразований с учетом (2.73), (2.75) и (2.78) примет вид: 

 

( ) ( )

( )( )
( ) 2

2

4

2

21 2 4 1

8
3 2 0.

1 1

ep

e

e

p

q

ep

d

−  −

+ − 

− +

+ =
− +






 


 








 

 (2.79) 

Вышеприведенное уравнение нелинейно относительно 
ep

  и его 

решение для выбранных значений параметров задачи и скорости враще-

ния ( )p  производится методом Ньютона. При полном переходе ци-

линдра в состояние пластичности выполняется условие 1
ep
= , а 

уравнение (2.79) запишется следующим образом: 

 ( ) ( )( )
( )( )

( )
2

12

2 8
1 2 3 2 4 1 0.

1 1
eq

fp
d− + − + − =

− +
−




    

  
 (2.80) 

Уравнение (2.80) имеет аналитическое решение для линейно-

упрочняемого материала ( )1n= . Если же 1n , то уравнение (2.80) явля-

ется нелинейным относительно 
fp

 и его решение может быть найдено с 

помощью метода Ньютона. Доказательство того, что выполнение си-

стемы условий ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 10,,el

e

el elpl

ep e eq ep rrp p ep
u u= = − =


        
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обеспечивает непрерывность найденного решения на упругопластиче-

ской границе, не составляет труда.   

Следует отметить, что полученное решение (2.73), (2.75), (2.78) а 

также уравнения (2.79) и (2.80) справедливы для любого закона изотроп-

ного упрочнения. Если функция ( )eq
   известна, то распределение пере-

мещений и напряжений в цилиндре может быть легко получено для 

любой скорости в диапазоне 
p fp

  . Последним шагом решения яв-

ляется определение пластической деформации  .
eq

 Из (2.72), (2.70) и 

(2.78) следует уравнение: 

 ( )
( )

0 0

0 0 0

2 21

2

0,

, .
1 2

1 , 1
4 1

n

eq eq

c

H

H H

+ + 

−
−  = −

=

− 
−

= =

 






 





 (2.81) 

Уравнение (2.81) в общем случае является трансцендентным и не 

имеет общего решения для произвольного n . Если же n , то урав-

нение (2.81) сводится к алгебраическому. Как известно из теоремы Абеля 

— Руффини, общее решение в радикалах имеют алгебраические уравне-

ния степени не выше четвертой. Следовательно, точное решение уравне-

ния (2.81) существует для 1 4,1 3,1 2, 2 3,3 4,1, 4 3,3 2, 2,3, 4.n=  

Результаты экспериментов [91] показывают, что значение параметра n  

для металлов не превосходит 1 , поэтому далее ограничим анализ следу-

ющими значениями 1 4,1 3,1 2, 2 3,3 4,1.n=   

В тривиальном случае 1n=  решение соответствует линейно-упроч-

няемому материалу и имеет вид 

  0

0
1

eq
H

=


−
+




  (2.82) 

С учетом (2.82) интеграл в уравнении (2.80) вычисляется в элемен-

тарных функциях, что позволяет получить зависимость: 
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( )( )

( ) ( ) ( )( )( )

2 2 2

2 2 2

4 1 1 8 log
.

1 4 1 1 2 3 2
fp

H

H

− − −

−


+ + − +
=

−

   

     
 (2.83) 

Найденное решение (2.82), (2.83), разумеется, совпадает с извест-

ным решением [69]. В свою очередь при 
0

0H =  решение упрощается до 

0eq
=−    и описывает идеальный упругопластический материал.  

Рассмотрим частные случаи нелинейного упрочнения. Уравнение 

вида / 0p qx ax b+ + = , где ,p q  — натуральные числа, сводится к уравнению 

0q py a y b+ + =  с помощью очевидной замены 1/qy x= .   

Для 1 2n =  алгебраическое уравнение (2.83) имеет два корня, но 

легко убедиться, что только один из них удовлетворяет условию 

( ) 0
eq ep

=  , этот корень имеет вид: 

 ( )
2

2

0 0 0
.

1
4

4
eq

H v H= −  −  

Заметим, что для случая 1 2n =  интеграл d
eq    выражается 

аналитически с помощью эллиптических интегралов 1-го и 2-го рода, ко-

торые поддерживаются большинством систем компьютерной алгебры.   

Для 1 3n=  уравнение (2.83) один вещественный корень: 

 ( ) ( )
1/331/3 2/3 2 2 3

0 0 0 0

1 ,
1

3 2 3 27 4 9
1

.
8

eq
H v H v−= −  −= +     

В случае 2 3n=  единственный вещественный корень уравнения 

(2.83) записан ниже 

 
( )

( )

31/3 1/3 2

0 0

1/3
2 2 3 3

0 0 0

1

0 0

1
2 2

27

.3 3 27 4 27 2

,
eq

H H

v v H v H

−−=

=

+ −

 +  −  −

  



 

Для 1 4n=  единственный корень уравнения (2.83), удовлетворяю-

щий условию ( ) 0
eq ep

=   имеет вид: 
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( )

4

1 2

0

1/3
1/3

1 2 4 3 3

0 0 0 01/3 2/3
.3

1 1
2 ,

2 2

2
4 , 9 27 256

3 2 3

eq
H

t
v t t H H v

−

−

 
= − + − 
 

 
=  + = + −  

 

   



 

Если 3 4n = , то уравнение (2.83) имеет два вещественных корня, но 

только один из них удовлетворяет условию ( ) 0
eq ep

=  , этот корень 

можно представить в виде: 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

4 2/3 1/31/33 2

0 00 0 0

1/3 1/3 2/3

2/3 1/31/32 1/3
4 20 00

0 0 01/3 1/3 2/3

,

.

21 1
4 ,

2 4 2 4 4 3 2 3

2
4 , 81 768 9

2 3 2 3

eq

v vH H H
d

d

v vH
d d H v H

d

  −  − 
= + − − − + 
 
 

−  − 
= + − = −

=

 −

 






 

Для 1 2n  интегралы в (2.78)–(2.80) определяются численно. 

2.4.3 Остаточные напряжения 

Максимальная скорость вращения и итоговая координата упруго-

пластической границы обозначены 
max

  как и ˆ
ep

  соответственно. Раз-

грузка является чисто упругой и параметры материала ,E   имеют те же 

значения, что и при нагрузке. Тогда распределение остаточных напряже-

ний в момент остановки цилиндра может быть вычислено как разность 

между напряжениями при 
max

=  и напряжениями в фиктивном упру-

гом материала при той же скорости вращения. Тогда из (2.73), (2.75), 

(2.78) следуют зависимости для остаточных напряжений в цилиндре: 
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( )
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


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ˆ
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 (2.84) 
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В (2.84) используются следующие соотношения и обозначения  

 
( ) ( )

( )
( )

  
 



− + −
+  = 

−
= −

2

3 m

2

x max

4

a

3 2 1 2
ˆ, .

2 8

ˆ ˆ

1
ep e

eq eq

pс  

2.4.4 Границы применимости решения 

Решение, найденное в предыдущем подразделе справедливо лишь 

в том случае, если в ходе нагрузки в пластической области всегда выпол-

няется неравенство  

 
zz rr

 


    (2.85) 

Справедливость неравенства (2.85) зависит от значений парамет-

ров , , ,H n  . Нетрудно убедиться в том, что, например, для 0  неравен-

ство (2.85) будет нарушаться в окрестности внутренней поверхности 

цилиндра в силу граничного условия ( ) 0
rr

=   и соотношения 

( )zz rr
= +


  . С другой для малых значений   и малых, но положитель-

ных значений коэффициента Пуассона   радиальное напряжение может 

превысить осевое. Последнее обстоятельство проиллюстрировано на 

рис. 2.24, где представлено распределение напряжений в цилиндре при 

0.2, 0.25,= =  0, 3.H = =  

 
Рис. 2.24 — Нарушение неравенства (2.85) в пластической области 

( )0.2, 0.25, 0, 3H= = =  =  . 
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Важно отметить, что неравенство (2.85) ранее предполагалось мно-

гими авторами, которые изучали вращающиеся полые цилиндры с за-

крепленными торцами [55, 56, 69], однако справедливость этого 

неравенства до недавнего времени подробно не исследовалась. 

Напряженное состояние в пластической области можно предста-

вить в следующей форме 

 
( )

1 ,

,

rr

zz rr

= +−

+=





 

   
 (2.86) 

где , 0n

eq
H =   . Далее предполагаем, что 0 . 

Рассмотрим первую часть неравенства  (2.85). Из (2.86) следует, что  

 ( )2 1 .
zz
= − +


    

Тогда неравенство 
zz




   можно преобразовать к виду 

 ( )1 .
1 2

 − +
−






  

Предыдущее неравенство справедливо, т.к.  

 0, 0, 1 2, 0.    


    

Следствием (2.86) является равенство 

 ( )2 1 .
zz rr
= + +    

Тогда неравенство 
zz rr
   сводится к следующей форме 

 .
1 2 1 2

rr
+ 

− −

 


 
 (2.87) 

Точная оценка величины радиального напряжения и эквивалент-

ной пластической деформации затруднена в силу сложности и нелиней-

ности решения, поэтому рассмотрим более простое неравенство 

 max .
1 2

rr


−





 (2.88) 

Очевидно, если (2.88) верно, то неравенство (2.87) также верно, а 

значит верно и неравенство (2.85). Напряжения в цилиндре растут с 

уменьшением эквивалентной пластической деформации и достигают 
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максимума при 0
eq
= , что соответствует предельному случаю H→ , ко-

гда пластическое решение вырождается в упругое 

 
( )
( )2

21

2
.

3 2
ˆ lim

2 8 1
pl pl

rr rrH

c
c

→

−
− + −= 

−
=


  

 
 (2.89) 

Зависимость скорости вращения от координаты упругопластиче-

ской границы следует из (2.79) и имеет вид 

 ( )
( )

( ) ( )4 2

24 1
.

1 2 3 2
ep

e

ep

p

−
 =

− −+

 


  
 (2.90) 

Из (2.78), (2.89) и (2.90) следует, что  

 
( )

( ) ( )( )
( )( )2 2 2

22

2

4

13 2
ˆ

2 3 2 1 2
l ep

ep

p

rr

− −−

− + −
=

  


 



 
. (2.91) 

Нетрудно убедиться, что функция в правой части (2.91) имеет точку 

максимума  , 1 =    . Рассмотрим производную 

 ( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )( )2 2 2 2

2 22

5

4

3 2 1 2 1ˆ
3 2 .

3 2 1 2

e
pl

eprr

ep

p

ep

− − − − −
= −

 − + −

     






 



 
 

Уравнение 
ˆ

0
pl

rr

ep


=






 имеет корень 

1/4

3 2

1 2
ep

 − 
=  

− 


 


. Анализ второй 

производной показывает, что 
ep

  является точкой максимума. Следова-

тельно максимальное значение радиального напряжения достигается в 

точке ( ),
ep ep

 = =     и максимум равен  

 ( )
( )

2

1 3 2
ˆ ˆmax max , .

4 1 2
pl pl

r

pl

rrr r r ep

  −
= = =

−

−

 
    

 
 

Таким образом, неравенство (2.85) справедливо для 

( )0, 0,
t

H n      где 

 ( )
( )

( )

2

2 2 3 44
.

3 1

2 2 4 2 1 18 4
t

−

− + + − + − +
=



    



 (2.92) 

Следует отметить, что ( ) ( ) = =0 1 2, 1 0.
t t

Далее рассмотрим случай 
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идеального упругопластического материала; из (2.78), (2.82)  и 0H =  сле-

дует распределение радиального напряжения в пластической области 

 ( ) ( )2 21
.log

2
pl

rr
− +=      (2.93) 

Следует отметить, что   

 ( )2 2 .
1

0
2

pl

rr


= − 



   

Из последнего неравенства следует, что радиальное напряжение 

уменьшается с увеличением .  Следовательно, для каждой точки 

( ,1   радиальное напряжение достигает максимума в тот момент, ко-

гда упругопластическая граница достигает этой точки.  

Зависимость скорости вращения от координаты упругопластиче-

ской границы следует из (2.80) и имеет вид  

 ( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )

2

2 2

1

2

4 1 1 2log
.

3 2 4 1 1 2 2

ep

ep

ep

ep

ep

v

v v v

−− + −
 =

− − − + − −





 



 (2.94) 

Радиальное напряжение на упругопластической границе можно вы-

числить из (2.93) и (2.94) 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )
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1 2
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2

2
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.
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ˆ log
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Функция ( )ˆ pl
rr ep

   достигает максимума в некоторой точке 

( ),1
ep

   . Следовательно неравенство (2.85) справедливо для ( )t
   , 

где значения 
ep

  и 
t

  могут быть вычислены из решения системы нели-

нейных алгебраических уравнений  

 

( )

( )

0
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1 2

,
pl

rr
ep

ep

pl

rr ep








 =


=

−







 



 (2.95) 

для любого значения ( )0,1 .  
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Графики функции для упрочняемого и идеального материала пред-

ставлены на рис. 2.25. Первый график построен с помощью аналитиче-

ской зависимости (2.92), а второй — с помощью численного решения 

системы (2.95). Для 0.5  найденное для нелинейно упрочняемого ма-

териала решение справедливо, если 1 6 , что выполняется для боль-

шинства конструкционных материалов. Классическое решение [69] для 

идеального материала имеет более широкие границы применимости по 

сравнению с представленным решением. Это особенно заметно для тол-

стостенных цилиндров. С другой стороны, если 0.9  то границы при-

менимости обоих решений практически совпадают и покрывают 

практически все конструкционные материалы ( )0.0034 . 

 
Рис. 2.25 — Зависимость ( )t   для идеального и упрочняющегося материалов. 

2.4.5 Пример решения 

Параметры цилиндра имеют значения 0.5, 0.3= =  . Эти значения 

удовлетворяют условиям, которые рассмотрены в предыдущем подраз-

деле (рис. 2.25). Зависимость критической скорости 
fp

  от параметров 

упрочнения n  и H  представлена на рис. 2.26. Видно, что величина растет 

с увеличением H  и этот эффект более выражен для малых значений n . В 

частности, если 1n= , то увеличение 
fp

  в диапазоне  0,1H  составляет 

29% . С другой стороны, для 1 4n=  увеличение уже 42% . 
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Рис. 2.26 — Зависимость ( )fp H  для нескольких значений n . 

На рис. 2.27–2.32 показано распределение тангенциального напря-

жения и эквивалентной пластической деформации в цилиндре для не-

скольких значений параметров H  и n . Все графики на рис. 2.27–2.32 

построены для состояния полной пластичности и ограничены только 

тангенциальной компонентной напряжений, поскольку она в большей 

степени зависит от параметров H  и n  по сравнению с другими. Увеличе-

ние параметра H  приводит к увеличению напряжений и снижению де-

формаций. В то же время увеличение параметра n  имеет обратный 

эффект. Интересно отметить, что при малых значениях n  и больших зна-

чениях H  в окрестности внешней поверхности цилиндра присутствует 

область нулевых пластических деформаций (рис. 2.27б и рис. 2.28б). 

  

(а) (б) 

Рис. 2.27 — Распределение (a) тангенциального напряжения и (б) эквивалентной 
пластической деформации для нескольких значений H при 1 4n= . 
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(а) (б) 

Рис. 2.28 — Распределение (a) тангенциального напряжения и (б) эквивалентной 
пластической деформации для нескольких значений H при 1 3n= . 

  

(а) (б) 

Рис. 2.29 — Распределение (a) тангенциального напряжения и (б) эквивалентной 
пластической деформации для нескольких значений H при 1 2n = . 

  

(а) (б) 

Рис. 2.30 — Распределение (a) тангенциального напряжения и (б) эквивалентной 
пластической деформации для нескольких значений H при 2 3n= . 
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(а) (б) 

Рис. 2.31 — Распределение (a) тангенциального напряжения и (б) эквивалентной 
пластической деформации для нескольких значений H при 3 4n = . 

  

(а) (б) 

Рис. 2.32 — Распределение (a) тангенциального напряжения и (б) эквивалентной 
пластической деформации для нескольких значений H при 1n= . 

Распределение остаточных напряжений в цилиндре рассмотрено на 

примере алюминия 2024-T3 со следующими значениями параметров [91] 

 
0 0 0

0.3, 200 , 2.8, 360, 0.25MPa K E n= = = = =    .  (2.96) 

Из (2.96) следует, что безразмерный параметр упрочнения 

0.6428H = . Пластическое течение зарождается в цилиндре при 1.12
p

 =  

и занимает весь цилиндр при 2.472
fp

 = . На рис. 2.33 представлено рас-

пределение остаточных тангенциальных напряжений после предвари-

тельного вращения для нескольких значений максимальной скорости 

вращения 
max

 , а именно 
max

1.5,1.8, 2.1,
fp

 =  . Видно, что процесс рота-

ционного автофретирования приводит к формированию в окрестности 
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внутренней поверхности цилиндра поля остаточных сжимающих напря-

жений. Величина остаточных напряжений растет с увеличением макси-

мальной скорости вращения. С другой стороны, если скорость 
max

  

близка к критической скорости 
fp

 , то в окрестности внешней поверхно-

сти цилиндра формируется поле растягивающих остаточных напряже-

ний, что является нежелательным эффектом.  

 
Рис. 2.33 — Распределение остаточных тангенциальных напряжений для несколь-

ких значений 
max

 . 

2.5. Влияние переменного модуля Юнга на остаточные 

напряжения, вызванные ротационным 

автофретированием полого цилиндра с закрепленными 

торцами 

2.5.1 Постановка задачи 

Рассматривается полый цилиндр бесконечной длины, который вра-

щается вокруг собственной оси с угловой скоростью  . Угловое ускоре-

ние принимается равным нулю. Предполагается, что в ходе всего 

процесса цилиндр находится в состоянии плоской деформации и сохра-

няет осевую симметрию. Для решения вводятся следующие безразмер-

ные величины: 
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 (2.97) 

, ,H


   — параметры, характеризующие изотропное упрочнение, ,E

  

— параметры, характеризующие изменение модуля Юнга. Видно, что па-

раметры (2.97) в целом аналогичны безразмерным величинам (2.2) за ис-

ключением параметров, отвечающих за упрочнение материала и 

изменение модуля Юнга.  

Единственное уравнение равновесия в цилиндре имеет вид (2.7). 

Боковые поверхности цилиндра =   и 1=  свободны от нагрузок, сле-

довательно граничные условия задачи имеют вид (2.71). 

Предполагается, что максимальная скорость вращения не слишком 

высока и геометрически-линейная теория справедлива с достаточной 

степенью точности. Тогда кинематические соотношения имеют вид: 

 ;   ;  0.
rr zz

u u
= = =









  (2.98) 

На первой стадии автофретирования скорость вращения цилиндра 

  возрастает от нуля до некоторого выбранного максимального значе-

ния 
max

 . В начале процесса цилиндр деформируется чисто упруго, затем 

при  
p

=  на внутренней поверхности цилиндра возникает область пла-

стического течения, которая при  
fp

=  распространяется на весь ци-

линдр. Далее предполагается, что 
maxp fp

   . Максимальная скорость 

вращения 
max

  является основным технологическим параметром про-

цесса и далее называется скоростью автофретирования.  

Полные деформации представляют собой сумму упругих и пласти-

ческих деформаций (2.3). Напряжения и упругие деформации связаны за-

коном Гука (2.5). В качестве условия пластичности используется условие 
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Треска (2.69), в котором предел текучести 
y

  определяется законом 

упрочнения Восе [137] 

 ( )( ) ,1 1 1 q
p
e

y
e
−


= + − −

 
   (2.99) 

где 


 — максимальное значение предела текучести,  — параметр, ха-

рактеризующий скорость увеличения предела текучести с ростом пла-

стической деформации, 
eq

p  — эквивалентная пластическая деформация. 

Закон Восе (2.99) подходит для широкого класса материалов, проявляю-

щих ограниченное упрочнение [138]. Малые значения параметра   (по-

рядка единицы, без учета множителя 
0 0
E ) примерно соответствуют 

линейно-упрочняемому материалу, а большие (свыше 300) — идеаль-

ному упругопластическому материалу [139].  

Для некоторых материалов лучше подходит более общий, линейно-

экспоненциальный закон упрочнения: 

 ( )( ) 
  

−


= + + − − ,1 1 1 e

p
q

eq

p

y
H e  (2.100) 

где H— параметр, отвечающий за линейную составляющую упрочнения. 

При 0H =  и 1

=  закон (2.100) переходит в закон Восе (2.99) и линей-

ный закон упрочнения соответственно.  

Пластическая составляющая деформации вычисляется в соответ-

ствии с ассоциированным законом пластического течения (2.15), а экви-

валентной пластической деформации 
q

p

e
d определяется из закона (2.18). 

На стадии разгрузки скорость вращения   снижается вплоть до 

полной остановки цилиндра. В настоящей диссертации предполагается, 

что разгрузка является чисто упругой, а пластические деформации ˆ p
ij
 , 

накопленные при нагрузке, в дальнейшем не меняются. Разделение пол-

ных деформаций примет вид: 

 
( ) ( ) ( )max max max
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


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 (2.101) 
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Упругая разгрузка следует закону Гука в следующей форме 
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 (2.102) 

здесь 
u
E  — модуль Юнга, связанный с накопленной пластической дефор-

мацией законом [140] 

 ( ) ( )( )ˆ
1 1 1 ,ˆ

p
eqp

eu q
EE e

−


= − − −

 
  (2.103) 

где E

— предельное значение модуля Юнга при пластической деформа-

ции, стремящейся к бесконечности,  — параметр материала, характери-

зующий скорость уменьшения модуля Юнга с ростом пластической 

деформации, ˆ p
eq
  — эквивалентная пластическая деформация, накоплен-

ная на стадии  нагрузки ( )( )max
ˆp p

eq eq
=  . Для сравнения полученных ре-

зультатов также используется классическая модель с постоянным 

модулем Юнга ( )1
u
E = .  

Закон упругой разгрузки (2.102), (2.103) описывает неоднородный 

линейно-упругий материал, в котором модуль Юнга 
u
E  является функ-

цией радиальной координаты  . Следует отметить, что у многих матери-

алов участок упругой разгрузки на кривой деформирования несколько 

отклоняется от линейного закона [141]. Таким образом, закон (2.102), 

(2.103) является линейной аппроксимацией реального поведения мате-

риала, а модуль Юнга 
u
E  также называют хордовым модулем [141]. В по-

следние годы предложен ряд моделей для описания нелинейно-упругого 

поведения материала при разгрузке [142–144]. Однако расчеты [143, 144] 

показали, что линейная модель не дает существенной ошибки по сравне-

нию с нелинейными моделями и с учетом своей простоты и 
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эффективности хорошо подходит для практического применения. 

2.5.2 Построение решения 

Предполагается, что в ходе нагрузки напряженное состояние в пла-

стической области всегда удовлетворяет неравенству 
zz rr

 


   , тогда 

условие пластичности (2.69) запишется в форме (2.104). В диапазоне ско-

ростей ,
p fp

      цилиндр состоит из внутренней пластической и 

внешней упругой областей. Далее верхние индексы «el» и «pl» над симво-

лами перемещений и напряжений обозначают упругую и пластическую 

область соответственно. Для координаты упругопластической границы 

используется символ .
ep

 Решение поставленной задачи для стадии 

нагрузки в целом повторяет шаги, приведенные в разделе 2.4.2. Напря-

женно-деформированное состояние в упругой области определяется со-

отношениями (2.73) и (2.75), а в пластической — (2.78). Координата 

упругопластической границы определяется из уравнения (2.79). Ско-

рость вращения, соответствующая полному переходу цилиндра в состоя-

ние пластичности вычисляется из нелинейного уравнения (2.80).  

Последним шагом решения для пластической области является 

определение функции эквивалентной пластической деформации ( )p

eq
  . 

Рассмотрим линейно-экспоненциальный закон упрочнения (2.100). Из 

(2.78), (2.72) и (2.100) следует трансцендентное уравнение: 
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 (2.105) 

Решение уравнения (2.105) можно представить в форме: 

 ( )
( ) ( )( )

( )
1 e

.p

k f

eq

W k
k f


−

= −

 
 


    (2.106) 

В (2.106) ( )W x  — главная ветвь функции Ламберта [145]. ( )W x  

широко используется во многих областях чистой и прикладной 
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математики [146], в особенности при решении дифференциальных урав-

нений, содержащих экспоненту или логарифм. Функция ( )W x  не может 

быть выражена в элементарных функциях, тем не менее, она реализована 

в современных системах компьютерной алгебры (Wolfram Mathematica, 

Maple, Mathcad, SageMath). Заметим, что при 0H =  решение (2.106) соот-

ветствует закону Восе, при 1

=  — линейно-упрочняемому материалу, а 

одновременное выполнение этих условий соответствует идеальному 

упругопластическому материалу. 

На стадии разгрузки основной интерес представляет распределе-

ние остаточных перемещений и напряжений в цилиндре, поэтому далее 

предполагаем, что 0=  (полная остановка цилиндра). 

Разделение деформаций (2.3) примет вид: 
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Из (2.102) с помощью предыдущих соотношений найдем остаточ-

ные напряжения  
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 (2.107) 

Уравнение равновесия (2.7) с учетом (2.107) для состояния покоя 

0=  запишется следующим образом 
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В (2.108) штрих означает производную по радиальной координате. 

Модуль Юнга 
u
E  вычисляется в соответствии с законом (2.103), где 

накопленная пластическая деформация ˆ p
eq
  в свою очередь определяется 

соотношениями (2.78), (2.105), (2.106). Выражение для модуля Юнга как 

функции радиальной координаты получается достаточно громоздким и 

далее не приводится. Уравнение (2.108) решается численно с помощью 

неявного метода Рунге-Кутты. В частном случае 1
u
E =  аналитическое ре-

шение уравнения (2.108) не вызывает трудностей. 

2.5.3 Пример решения  

Данный раздел посвящен эффекту снижения модуля Юнга в резуль-

тате предварительного пластического деформирования и оценке влия-

ния этого эффекта на распределение остаточных напряжений в цилиндре 

после процедуры ротационного автофретирования. В соответствии с за-

коном (2.103) величина снижения модуля Юнга зависит от механических 

параметров материала E


 и  , а также от накопленной пластической де-

формации ˆ p
eq
 . В свою очередь, пластические деформации в цилиндре уве-

личиваются с ростом скорости вращения 
max

 , а также с уменьшением 

геометрического параметра  . В силу вышесказанного далее рассматри-

ваются материалы с достаточно выраженным эффектом снижения мо-

дуля Юнга: алюминиевый сплав AA6022, сталь DP980 и марганцевая 

сталь. Механические параметры материалов приведены в таблице (для 

всех материалов коэффициент Пуассона 0.3= ).  

Таблица 2.3 — Механические параметры материалов. 
 Cплав 

AA6022 [147] 

Сталь  

DP980 [148] 

Марганцевая 

сталь [149] 

0
  (МПа) 136 541 490.68 

H  (МПа) 0 53460 0 

H  0 0.261 0 




 (МПа) 352 707.5 1395.42 




 2.592 1.308 2.844 
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 Cплав 

AA6022 [147] 

Сталь  

DP980 [148] 

Марганцевая 

сталь [149] 

  9.8 1834 2.65 

  0.019 4.84 0.006 

0
E (ГПа) 70 205 232 

E


(ГПа) 61 160 148 

E


 0.871 0.78 0.638 

  120 150 13.76 

  0.233 0.396 0.029 

 

Вначале рассмотрим цилиндр, изготовленный из марганцевой 

стали. Падение модуля Юнга у этого материала может превышать 30%, 

что является наибольшим значением среди исследуемых материалов. С 

другой стороны, параметр   на порядок меньше по сравнению с AA6022 

и DP980. В силу этого, эффект снижения модуля Юнга у марганцевой 

стали проявляется только при достаточно большой предварительной 

пластической деформации (более 5%). Ротационное автофретирование 

не приводит к интенсивному пластическому деформированию, поэтому 

можно предположить, что снижение модуля Юнга будет незначительным 

и не будет существенно влиять на напряженное состояние в цилиндре из 

марганцевой стали. Это предположение подтверждается расчетами. При 

max fp
 =  графики остаточных напряжений для переменного и постоян-

ного модуля Юнга практически сливаются и далее не приведены. Сниже-

ние тангенциального остаточного напряжения на внутренней 

поверхности ( )res


   для 0.3, 0.5, 0.8=  равняется 4%, 1.5% и 0.3% соот-

ветственно. Отметим также, что поведение цилиндра в ходе нагрузки 

близко к идеально-пластическому несмотря на то, что максимальный 

предел текучести 


  марганцевой стали почти в три раза превосходит 

начальный 
0

 . В силу малого значения параметра   эффект изотропного 

упрочнения также проявляется только для достаточно больших пласти-

ческих деформаций. 
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Теперь рассмотрим материалы AA6022 и DP980. Зависимости ско-

рости вращения 
fp

  , соответствующей полному переходу в пластическое 

состояние, от геометрического параметра   изображены на рис. 2.34. Ви-

дим, что цилиндр из материала DP980 способен выдерживать намного 

более высокие скорости вращения, что объясняется более выраженным 

изотропным упрочнением этого материала. Отсюда также можно сделать 

вывод, что цилиндр из DP980 имеет более широкий диапазон возможных 

скоростей автофретирования 
max

 . 

 
Рис. 2.34 — Предельная скорость вращения цилиндра fp     

  

(а) (б) 

Рис. 2.35 — Распределение напряжений в цилиндре из (a) AA6022, (б) DP980 для 
0.5=  и скорости вращения fp=      



Упругопластическая задача для упрочняющегося материала 180 

  

(а) (б) 

Рис. 2.36 — Распределение пластических деформаций в цилиндре из (a) AA6022, (b) 
DP980 для 0.5=  и скорости вращения fp=  

 Решение, полученное для стадии нагрузки, проиллюстрируем с по-

мощью рис. 2.35 и рис. 2.36, на которых представлены графики напряже-

ний и пластических деформаций в цилиндре при 0.5=  и 
max fp

 = . 

Предельная скорость вращения для AA6022 и DP980 составляет соответ-

ственно 1.884
fp

 =  и 2.341
fp

 = . Видим, что вследствие упрочнения ве-

личина напряжений в цилиндре из материала DP980 значительно выше, 

а пластических деформаций наоборот ниже, несмотря на более высокую 

предельную скорость вращения 
fp

 . Распределение остаточных напря-

жений в цилиндре после его предварительного вращения со скоростью 

max fp
 = представлено на рис. 2.37.  

После процесса автофретирования вблизи внутренней поверхности 

цилиндра формируется поле сжимающих тангенциальных напряжений, 

которое распространяется примерно на половину толщины цилиндра. 

Здесь также следует отметить, что величина остаточных напряжений для 

стали DP980 ниже по сравнению со сплавом AA6022. Большой интерес 

представляет сравнение результатов для закона (2.103) и классической 

модели постоянного модуля Юнга 1
u
E = . Для сравнения используется 

тангенциальное остаточное напряжение, поскольку именно оно является 
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наибольшим по абсолютной величине (см. рис. 2.37). На рис. 2.38 пред-

ставлены графики остаточного тангенциального напряжения в цилин-

дре; сплошные линии соответствуют закону (2.103), а пунктирные — 

постоянному модулю Юнга. Видим, что эффект снижения модуля Юнга в 

результате пластической деформации существенно проявляется только 

вблизи внутренней поверхности цилиндра и приводит к снижению оста-

точных напряжений.  

Результаты расчетов обобщены на рис. 2.39, где представлены за-

висимости снижения тангенциального остаточного напряжения на внут-

ренней поверхности цилиндра =   от геометрического параметра   

после предварительного вращения со скоростью 
max fp

 = (которая в 

свою очередь также зависит от параметра  , см. рис. 2.34). Видим, что 

снижение остаточных напряжений более выражено в цилиндре из стали 

DP980 и может превышать 10%. Также следует отметить, что учет сниже-

ния модуля Юнга практически не влияет на остаточные напряжения в 

тонкостенных цилиндрах ( )0.8 .     

  

(а) (б) 

Рис. 2.37 — Распределение остаточных напряжений в цилиндре из (a) AA6022, (б) 
DP980 для 0.5=  и скорости автофретирования max fp =      

(

a) 
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(а) (б) 

Рис. 2.38 — Тангенциальное остаточное напряжение в цилиндре из (a) AA6022, (б) 
DP980 для 0.5=  и скорости автофретирования max fp =  

 
Рис. 2.39 — Снижение (в процентах) тангенциального остаточного напряжения на 
внутренней поверхности цилиндра при скорости автофретирования max fp =  

2.6. Выводы 

Построено универсальное аналитическое решение упругопластиче-

ской задачи во вращающемся цилиндре в условиях плоской или обобщен-

ной плоской деформации. Найденное решение основано на общем 

кусочно-линейном условии пластичности и многие ранее известные ре-

шения, полученные в рамках условия Треска, являются его частным слу-

чаем. Это решение может использоваться для расчета цилиндров с 

различными видами граничных и торцевых условий. Кроме того, в по-

строенное решение без особых трудностей можно включить внутрен-

нее/внешнее давление, температурные эффекты, разгрузку и повторное 
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пластическое течение. В качестве иллюстративного примера рассмот-

рены сплошной и полый вращающиеся цилиндры с закрепленными и 

свободными торцами. Установлено, что параметры b  (эффект промежу-

точного главного напряжения) и H  (эффект изотропного линейного 

упрочнения) оказывают значительное влияние на упругопластический 

отклик и предельную скорость вращения цилиндра. В целом полученные 

результаты показали, что параметр b , который зависит от соотношения 

пределов текучести при растяжении и сдвиге, может рассматриваться в 

качестве механической характеристики материала при проектировании 

деталей машин, находящихся под действием центробежных нагрузок. 

Сравнение результатов расчетов при 1 2b =  (кусочно-линейная аппрок-

симация условия Мизеса) с известным численным решением для условия 

Мизеса показало хорошее совпадение. В частности, разница в предельной 

скорости вращения цилиндра не превышает 2%. Интересно отметить, 

что во вращающемся полом цилиндре с закрепленными торцами при 

определенном соотношении между параметрами материала появляется 

только одна пластическая область. В этом случае предельная скорость 

вращения выражается аналитически, и разница при 1 2b =  с расчетами 

для условия Мизеса составляет около 0.5%.  Таким образом, в контексте 

упругопластического анализа вращающихся цилиндров, аналитическое 

решение для кусочно-линейной аппроксимации условия Мизеса в силу 

своей простоты может служить альтернативой трудоемким численными 

алгоритмам, базирующимся на нелинейном условии Мизеса. 

Получено точное решение задачи об упругопластическом деформи-

ровании вращающегося цилиндра с жестким включением при наличии 

температурного градиента между внутренней и внешней поверхностями. 

Установлено, что температурный градиент приводит к значительному 

снижению скорости начала пластического течения, а само течение может 

возникнуть внутри цилиндра, а не на внутренней боковой поверхности, 
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как и в изотермическом случае. Критическая скорость вращения, соот-

ветствующая переходу всего цилиндра в пластическое состояние, также 

заметно снижается с увеличением температурного градиента. Кроме 

того, наличие градиента температуры приводит к увеличению абсолют-

ной величины напряжений и пластических деформаций в цилиндре.  

Решена упругопластическая задача во вращающемся полом цилин-

дре с закрепленными концами при условии пластичности Треска и сте-

пенном законе упрочнения. Для ряда частных случаев степенного 

параметра в законе упрочнения ( )1 4,1 3, 1 2, 2 3, 3 4n=  найдены ана-

литические решения определяющей системы уравнений. Установлены 

зависимости предельной скорости вращения цилиндра от параметров 

упрочнения материала. Кроме того, рассмотрена упругая разгрузка ци-

линдра после его вращения с заданной максимальной скоростью и уста-

новлены закономерности распределения остаточных напряжений. 

Полученные результаты могут использоваться в проектировании про-

цессов упрочнения на основе ротационного автофретирования. 

У многих конструкционных материалов после предварительного 

пластического деформирования наблюдается снижение модуля Юнга, ко-

торое может достигать десятков процентов. Известно, что учет этого эф-

фекта существенно повышает точность расчета итоговой геометрии 

детали для технологических процессов, связанных с интенсивным пла-

стическим деформированием. В данной главе установлено, что этот эф-

фект может оказывать заметное влияние на величину остаточных 

напряжений после ротационного автофретирования — процесса, кото-

рый не связан с накоплением больших деформаций. Обнаружено, что 

учет падения модуля Юнга особенно важен для расчета толстостенных 

цилиндров и высоких скоростей автофретирования. Также следует отме-

тить, что вышесказанное справедливо только для материалов с выражен-

ным снижением модуля Юнга после пластического деформирования. 



 

3. Ползучесть и вязкопластическое течение 

3.1. Введение 

На практике срок эксплуатации вращающихся цилиндров и дисков 

может составлять десятки лет и на таком временном масштабе проявля-

ются вязкие свойства материала: ползучесть (вязкоупругость) и вязко-

пластичность. Конструкция может быть спроектирована с больши́м 

запасом прочности по отношению к мгновенному действию нагрузок, од-

нако даже при небольшом уровне напряжений в теле неизбежно проис-

ходит медленное накопление деформаций ползучести, которое в 

конечном итоге может привезти к потере эксплуатационных свойств 

конструкции и даже разрушению. Известно, что рост интереса к явлению 

ползучести в середине 20-го века был связан с необходимостью расчета 

деталей паровых турбин (дисков и лопаток), находящихся под действием 

именно центробежных сил и работающих в условиях высокой темпера-

туры [2]. Скорость деформации ползучести растет с увеличением темпе-

ратуры и при агрессивном воздействии окружающей среды [2].  

Ползучесть материалов проявляет себя также в релаксации напря-

жений с течением времени при постоянной деформации. Это явление в 

частности необходимо учитывать при расчете многослойных махович-

ных накопителей энергии [150]. В таких маховиках для скрепления слоев 

используется посадка с натягом, в результате чего на межслойных по-

верхностях контакта формируются поля сжимающих радиальных напря-

жений. Релаксация напряжений может привести к падению величины 

натяга до нуля, и как следствие — к потере контакта между слоями.  

Серия работа Валя [151–153] посвящена расчету вращающихся дис-

ков постоянной и переменной толщины с помощью условия Треска, ассо-

циированного закона течения и степенного закона ползучести.  Схожая 

постановка задачи, но с использованием экспоненциального закона пол-

зучести применялась в [154]. Метод расчета неустановившейся 
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ползучести в равномерном разогретом сплошном диске с учетом упроч-

нения предложен в [155]. Работа посвящена [156] сравнительному ана-

лизу условий текучести Треска и Мизеса применительно к расчету 

ползучести вращающихся дисков. Степенной закон ползучести использо-

вался в [157] для расчета сплошного диска переменной толщины, нахо-

дящегося под действием центробежных сил и неоднородного 

температурного поля. Закон ползучести на основе суммы степенной и 

экспоненциальной функций применялся для расчета полого вращающе-

гося диска в [158]. Вопросы оптимального проектирования дисков в усло-

виях ползучести рассматривались в [159–162]. Упруговязкопластическое 

деформирование вращающихся дисков исследовалось в [163–165]. Рас-

чет толстостенного полого цилиндра, находящегося под действием цен-

тробежных сил, а также внутреннего и внешнего давлений представлен 

в [166]. Конечные (логарифмические) деформации ползучести во враща-

ющемся полом цилиндре изучались в [167].  

Для многих конструкционных материалов в той или иной степени 

характерна анизотропия механических свойств, в том числе и ползуче-

сти. Для моделирования таких материалов часто используется эквива-

лентное напряжение по Хиллу [168]. Расчет ползучести ортотропных 

вращающихся дисков постоянной и переменной толщины представлен в 

[169, 170]. Деформации ползучести в ортотропных вращающихся цилин-

драх исследовались в [171–174].  

Одним из возможных способов повышения прочностных свойств 

конструкций является использование неоднородных (функционально-

градиентных) материалов.  Расчету деформаций ползучести в неодно-

родных изотропных вращающихся дисках посвящено большое количе-

ство работ [175–192], в которых рассматривались постоянный и 

переменный профили диска, различные модели ползучести и законы из-

менения физико-механических свойств. В работах [190, 193] 
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исследовалась ползучесть вращающихся дисков из анизотропно-неодно-

родных материалов. Оптимальное проектирование вращающегося диска 

в условиях ползучести рассматривалось в [194]. Деформации ползучести 

во вращающихся неоднородных цилиндрах исследовались в [195–199]. 

Влияние анизотропии на ползучесть вращающегося неоднородного ци-

линдра изучалось в [200].  

В накоплении необратимых деформации можно выделить два фи-

зических явления, присущих практически всем материалам: ползучесть и 

пластическое течение. Накопление деформаций ползучести, как правило, 

является медленным и происходит при любом значении напряжений. 

Пластическое течение, с другой стороны, является быстрым процессом и 

происходит только при достижении телом некоторого предельного 

напряженного состояния. Смена механизмов накопления необратимых 

деформаций происходит на упругопластических границах. Данная глава 

посвящена расчету вязкопластического течения и ползучести во враща-

ющемся цилиндре и диске. Для согласования механизмов накопления не-

обратимых деформаций используется оригинальный подход [12, 13, 26].  

3.2. Вязкопластическое течение вращающегося полого 

цилиндра 

3.2.1 Постановка задачи 

Рассмотрим длинный полый цилиндр, внешний и внутренний ра-

диус которого равны соответственно 
in
r  и 

out
r . Цилиндр вращается с угло-

вой скоростью ( )t , которая медленно меняется со временем, и поэтому 

угловым ускорением будем пренебрегать. Введем цилиндрическую си-

стему координат ,  , r z  ось z  которой совпадает с образующей цилиндра. 

Для удобства перейдем к безразмерной радиальной координате:  

    = =  ,  ,  1.in

out out

r r

r r
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Предположим, что деформации, возникающие в цилиндре, явля-

ются малыми, а напряженное-деформированное состояние одинаково в 

каждом сечении цилиндра и зависит только от радиальной координаты 

.  Вектор перемещений имеет две неизвестные компоненты 
r
u  и 

z
u . В 

дальнейшем компоненту 
r
u  будем обозначать как u . 

Рассмотрим цилиндр, как с закрепленными, так и со свободными 

концами. Компоненты полных деформаций будем обозначать, как 
ij
d , а их 

упругие и пластические составляющие 
ij
e  и 

ij
p . Кинематические соотно-

шения запишем в следующем виде: 

 ; ; .z

rr rr rr zz zz zz

u u u
d e p d e p d e p

z

 
= = + = = + = = +
 

  
 

 (3.1) 

В случае закрепленного цилиндра имеет место плоская деформа-

ция: 0
zz
d = , а в случае свободного цилиндра — обобщенная плоская де-

формация: 0
zz
d   и не зависит от радиуса.  

Единственное нетривиальное уравнение равновесия в безразмер-

ном виде примет следующую форму: 

 
  

 
  

−
+ = − =



2

2,  ,rr outrr

y

r
 (3.2) 

где   — плотность, 
y

  — предел текучести при растяжении/сжатии. 

Напряжения связаны с упругими деформациями по закону Гука: 

 

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

1
1 ;

1 1 2

1
  1 ;

1 1 2

1
1 .

1 1 2

rr rr zz

y

rr zz

y

zz rr zz

y

E
e e e

E
e e e

E
e e e

= − + +
+ −

= + − +
+ −

= + + −
+ −



 



   
  

   
  

   
  

 (3.3) 

здесь E  — модуль Юнга,   — коэффициент Пуассона. 

При определенной скорости вращения 
p

 на внутренней поверхно-

сти =   цилиндра начинается пластическое течение. После этого 
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цилиндр разделяется на внутреннюю область пластического течения и 

внешнюю область чисто упругого деформирования. При дальнейшем 

увеличении скорости вращения упругопластическая граница продвига-

ется по направлению к внешней поверхности 1=  цилиндра. В резуль-

тате чего пластическое течение распространяется на весь цилиндр. 

Скорости пластических деформаций p

ij
  определяются ассоцииро-

ванным законом пластического течения: 

 
Φijp

ij

ij

p

t

 
= =
 

 


 (3.4) 

где   — положительный множитель, Φ  — пластический потенциал. 

В качестве условия текучести воспользуемся обобщением условия 

Мизеса на случай вязкопластического течения: 

 
( )

2
Φ ,  ,

3

1 1
, .

3 3

p p p

ij ij ij ij ji ij

y y

p p p

ij ij kk ij ij ij kk ij

s s

s

  
= − − =    
  

= − = −

 
 

 

     

 (3.5) 

где   — вязкость, 
ij
s  — компоненты девиатора тензора напряжений, p

ij
 

— компоненты девиатора тензора скоростей пластических деформаций. 

Заметим, что при 0=  используемое условие (3.5) сводится к клас-

сическому условию Мизеса для идеальной пластичности. 

Преобразуем условие текучести к виду: 

 
( )( ) ( )( )

( )( )

   
       
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− − − + − − − +

+ − − − =

2 2

2

2

p p p p

rr rr zz zz

p p

zz rr zz rr

Z Z

Z
 (3.6) 

где /
y

Z =  . 

Найдем из (3.6) 
Φ

ij




 с учетом пластической несжимаемости: 
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Далее с помощью ассоциированного закона (3.4) найдем выраже-

ния для скоростей пластических деформаций: 
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 (3.7) 

Подставим найденные выражения (3.7) обратно в условие пластич-

ности (3.6), найдем неизвестный множитель 
( )1 3+




, и получим: 
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 (3.8) 

Рассмотрим граничные и начальные условия задачи. Внутренняя и 

внешняя поверхность цилиндра свободны от напряжений: 

 ( ) ( )0, 1 0.
rr rr

= =    (3.9) 

В случае цилиндра со свободными концами требуется дополнитель-

ное условие для определения осевой деформации zz
d . Суммарная осевая 

сила, действующая в сечении цилиндра, равняется нулю: 

 
1

2   0.
zz
d =



     (3.10) 

Начальные условия задачи имеют вид: 

 ( ) ( ) ( )
= = = = = =0 0 0 0.

rr zz
p t p t p t  (3.11) 



3. Ползучесть и вязкопластическое течение 191 

Записанная система уравнений (3.1)–(3.3), (3.8) с учетом граничных 

и начальных условий (3.9)–(3.11) описывает упруговязкопластическое 

деформирование цилиндра, вращающегося с переменной скоростью. 

Вначале рассмотрим точное решение для двух частных случаев данной 

системы, а далее перейдем к численному решению для общего случая. 

Для этого на внутренней поверхности должно выполниться усло-

вие текучести (3.6) в виде Σ 2= , это произойдет, когда: 

 
2 2 2

(1 ) 1
4 .

(3 2 (1 )) (1 )
p

−
 =

+ − + − +



    
 (3.12) 

В случае свободного цилиндра ( 0
zz
d  ) дополнительно используем 

условие (3.10) на осевую силу, из которого следует, что: 

 
( )

( ) ( )

( )2

12

1 1
zz

u u
d

− 
= −

− −

 

 
 

Далее, используя граничные условия (7) найдем 
1 2
, c c   и получим: 

 

( )
( )

( )
( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )

2 2 3

2 2 2

2

2 2 2

2

2 2

1 3 51 1
3 2 1 1 2

8 1 1

3 21 1
1 ;

8 1

3 2 1 21 1
1 ;

8 1 3 2

1 2 .
1

y

rr

zz

u
E

 + −
=  − + + − −  − + 

−  
=  + − − 

−  

 − +
=  + + −  − − 

=  + −
−



  
     

  


   

 

 
   

  


  



 

Заметим, что напряжение 
zz

  не зависит от типа граничных усло-

вий. В частности, для цилиндра с жестким включением, в котором 

( )u 0=  и ( )1 0
rr

=  напряжение 
zz

  будет иметь такой же вид. 

Аналогично найдем скорость начала пластического течения: 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

2 22 2 2 4 2 44 1 3 7 6 3 15 14 3 .
p

−

 = − + + + + − + +         (3.13) 
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3.2.2 Вязкопластическое решение 

Предположим, что цилиндр вращается с постоянной скоростью, ко-

торая достаточна для того, чтобы пластическое течение происходило во 

всем цилиндре. Рассмотрим стационарный случай: напряжения и скоро-

сти пластических деформаций постоянны. Тогда полные скорости дефор-

маций среды равны скоростям пластических деформаций: 

 


   
 


= = =


; ; ;p p p

rr zz zz

v v
 (3.14) 

где v  — радиальная компонента скорости, 
zz

  — скорость осевой дефор-

мации. В случае плоской деформации: 0
zz
= , в случае обобщенной плос-

кой деформации: 0
zz
  и не зависит от  . 

Материал цилиндра пластически несжимаем: 

 


  + + =0.p p p

rr zz  (3.15) 

Решение уравнения несжимаемости (3.15) имеет вид: 

 

 
 

 
= − − = − +

2 2
, ,

2 2
p pzz zz

rr

c c
 (3.16) 

где c  — константа интегрирования.  

Рассмотрим случай закрепленного цилиндра 0
zz
= , тогда 


 = −p p

rr  

и закон течения (3.8) с учетом решения (3.16) примет вид: 

 



 

 


 

 


 



  
− = − −  

   

  
= − −  

   

  
= − −  

   

2

2

2 1
1 ;

3

2 1
1 ;

3

2 1
0 1 .

3

y

rr

y

y

zz

c

c
 (3.17) 

Из третьего уравнения (3.17) следует, что ( ) 2.
zz rr
= +


    

Используя предыдущее выражение и тот факт, что в цилиндре 

rr



    первые два уравнения (3.17) можно значительно упростить: 
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( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

  

 



       

   
  

 = − + − + − = −

 
= − = = − − 

 − 

2 2 2

2

3
,

2

2
1 .

2 3

rr zz zz rr rr

p p

rr rr

rr

c Z
 

Далее найдем разность напряжений 
rr

−


  : 

 22 2
.

3
rr

c

Z
−− = +


    (3.18) 

Подставляя найденное выражение в уравнение равновесия (3.2) по-

лучим уравнение в преобразованном виде: 

 3 12 2
.

3
rr

c

Z
− −

= − + +



  


 (3.19) 

Решение уравнения (3.19): 

 2 2 2
ln .

2 3
rr

c
d

Z
−

= − − + +     (3.20) 

где d  — константа интегрирования. 

Используя граничные условия задачи (3.9) получим систему урав-

нений для определения неизвестных констант , c d : 

 
2

2

1 2
ln 0; 0.

2 23

c c
d d

Z Z


− − + + = − − + =





 (3.21) 

Решение системы (3.21) представлено ниже 

 
   

 
 

   
= +  = + +    

− −   

2 2 2 2

2 2

2 2
с ln ; ln .

1 2 2 1 23 3
Z d  

Подставляя найденные константы в (3.20), а также в (3.18), (3.17) и 

(3.16) получим выражения для напряжений: 

 

( )

( ) ( )

( ) ( )



 
   

 

 
   

 

 
   



   
= − + +  − +  

−  

   
= − + +  + + +  

−  

  
= − + +  + + 

− 

2 2
2

2 2

2 2
2

2 2

2 2
2

2

2 1 2
1 ln 1 ln ;

2 1 23 3

2 1 2
1 ln 1 ln 1 ;

2 1 23 3

2 1
1 ln 2ln 1 ;

2 1 23 3

rr

zz

 (3.22) 
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и скоростей деформаций: 

 


 
  

 

 
= − = +  

− 

2 2

2 2

2 1
ln .

1 23

p p

rr
Z  

Заметим, что от вязкости Z  зависят только скорости деформаций. 

Полученное решение имеет смысл, когда пластическое течение про-

исходит во всем цилиндре: 

 
fp

  

где 
fp

  — минимальная скорость, при которой условие пластичности вы-

полняется на внешней поверхности цилиндра. 

Условие (3.6) на упругопластической границе примет вид: 

 


 − =2 3.
rr

 (3.23) 

Используя найденное решение (3.22) в точке 1=  найдем: 

 
( )2

4ln
.

3 1
fp

 = −
−




 

Рассмотрим случай обобщенной плоской деформации. Скорости 

пластических деформаций имеют следующий вид: 

 



 




 



  

  
− − = − −  

   

  
− + = − −  

   

  
= − −  

   

2

2

2 1
1 ;

2 3

2 1
1 ;

2 3

2 1
1 .

3

zz

rr

zz

zz zz

c
Z

c
Z

Z

 (3.24) 

Введем обозначение ( )1K 1 2 ΣZ −= −  и из последнего выражения 

найдем осевое напряжение 
zz

 : 

 
( )
  


+

= +
3

.
2 2

rr zz
zz

K
 

Подставим найденное выражение в два первых уравнения (3.24), а 

затем вычтем из второго уравнения первое и получим: 
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( )

( )2

2

2 1 3
; .

2 4
rr zz

zz rr

rr

c
K

c

+
= = + −

−







  
   

  
 (3.25) 

С учетом того, что в свободном цилиндре также 
rr




   найдем: 

 ( ) ( )
    = + −2 2 4 23 4 3 8 .
zz rr

c c  (3.26) 

Подставим выражения (3.25), (3.26) во второе уравнение (3.24): 

 
( ) ( ) ( )

( )( )2

2 2 2 4 2

22
1

2 43 4 3 8

zz rrzz

zz rr

cc
Z

cc c

  − −
 − + = −
 + −
 





   

    
 

Положим, что 0 c   и после преобразований найдем разность: 

 
( )

2

2 2 4

2 4
.

3 4 3
rr

zz

c c

Z c

−− = +
+


  

 
 (3.27) 

Уравнение равновесия (3.19) с учетом (3.27) запишется в виде: 

 
( )

3

2 2 4

2 4

3 4 3

rr

zz

c c

Z c

−
= − + +

 +


 

   
 

Решение предыдущего уравнения представлено ниже 

 
( )( )( )2 2 2 4

2 2

ln ln 2 4 3
.

2 3

zz

rr

c c cc
d

Z
−

− + +


= − − + +
  

    (3.28) 

Из граничного условия ( )1 0
rr

=  найдем константу интегрирова-

ния d  и напряжения с учетом (3.28), (3.27), (3.25) примут вид: 

( )

( )

( )




  

  

 
  




 

  
 

 
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 
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+ +  
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 +
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2
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2
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2 4 31 2 1
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1 4
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2 3 4 3

2 4 32 1
ln ln ,

3 3 2 4 3

3 2 3
1
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zz zz
zz
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Z c c
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Z Z c




 

 + +
+  

 + + 
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2 2 4

2 4 32 1
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Заметим, что полученное решение сводится к решению для случая 

плоской деформации, если положить 0
zz
= . Для определения константы 

c  и скорости осевой деформации 
zz

  необходимо использовать гранич-

ное условие на внутренней поверхности цилиндра и условие на осевую 

силу. После преобразований получим следующую систему уравнений: 

 

( )

( ) ( )

2 2

2

2 2 2 4

2 2 2 2 4

2 4

2 4 31 2 1
1 1 ln ln 0,

2 3 3 2 4 3

12 9 12 9 9 3
1 1 0.

2 4

zz

zz

zz zz zz

zz zz

c cc

Z c c

c c

Z

 + +  
− + − + + =      + + 

+ +
− + − +  − =


 

  

   
 

 

 (3.29) 

Видим, что в отличие от плоской деформации, система уравнений 

(3.29) относительно неизвестных констант является нелинейной и полу-

чить ее точное решение затруднительно, поэтому будем использовать 

численные методы. Для определения скорости вращения 
fp

  к системе 

(3.29) добавится условие пластичности на внешней поверхности. 

  

Рис. 3.1 — Зависимости скорости fp  от геометрического параметра   . 

Зависимость скорости 
fp

  от   представлена на рис 3.1. Линия, со-

ответствующая случаю обобщенной плоской деформации, построена

( )0
zz
=  с помощью интерполяции. Следует отметить, что свободный ци-

линдр переходит в состояние полной пластичности при меньшей скоро-

сти вращения, чем закрепленный. Численные расчеты показали, что, в 

частности, для 0.3,  0.2= =   в свободном цилиндре 2.94
fp

 = , а в закреп-

ленном: 3.87
fp

 = . Полученное вязкопластическое решение при скорости 
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вращения =
fp

 представлено на рис. 3.2 в виде графиков напряжений. 

  

(a) (б) 

Рис. 3.2 — Напряжения в цилиндре при скорости вращения fp= : (а) плоская де-

формация, (б) обобщенная плоская деформация ( )0
zz
 . 

Приведенные рассуждения можно повторить для условия пластич-

ности Треска, которое с учетом вязких свойств материала можно запи-

сать в следующей форме: 

 max 1 2 max p p

i j i i

y

− = + −


   


 

При достаточно больших значениях   в закрепленном цилиндре 

имеет место неравенство 


   
zz rr

, что позволяет повторить ход ре-

шения, рассмотренный выше для условия Мизеса (3.6). При этом все не-

известные функции (скорости деформаций, напряжения, предельная 

скорость 
fp

 ) оказываются незначительно меньше, чем при использова-

нии условия Мизеса. В закрепленном цилиндре близком к сплошному, а 

также в свободном цилиндре появляется область, в которой 


   
rr zz

 

и однозначно выразить наибольшее и наименьшее главное напряжение 

становится невозможным. В этом случае решение задачи усложняется, 

поскольку необходимо записывать ассоциированный закон отдельно для 

каждой подобласти и использовать условие непрерывности напряжений 

на границе между ними. 
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3.2.3 Численная схема 

Рассмотрим решение упруговязкопластической задачи. Перепишем 

уравнение равновесия (3.19) с помощью Закона Гука (3.3): 

 

( )( )
( )

( )
( )
( )

( )

2

2 2

1 1 21 1

1

1 21
.

1 1

y

rr zz

rr

u u
u

E

pp p
p p

+ − 
+ − = −  +

  −

−   
+ + + + − 
 −   − 





 


    



     

 (3.30) 

Для численного интегрирования уравнения (3.30) будем использо-

вать метод конечных разностей. Разобьем область деформирования  ,1  

на n узлов с координатами 
0 1 1
,  , ,

n−
   . Узел с индексом 0 соответствует 

левой границе области, а с индексом 1n−  – правой границе. Шаг сетки 

обозначим как  . Будем использовать равномерную сетку, тогда: 

 ( )
1

,  ,  0, 1, , 1 .
1

i
i i n

n

−
 = = +  =  −

−


     

Для аппроксимации пространственных производных будем приме-

нять центральные шаблоны аппроксимации 2-го порядка точности: 

 
( )
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( )

2 1, , 1,

22

1, 1,

2
, 1,2, , 2 ;

, 1,2, , 2 .
2

i j i j i j
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 − +
 =  −

 

 −
 =  −

 
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В предыдущих выражениях ,i jy  — значение неизвестной функции 

y  в i -ом узле на j -м временном шаге. В граничных точках 0,  1i i n= = −  

используются односторонние шаблоны 2-го порядка точности 

 
2, 1, , 2, 1, ,4 3 4 3

; .
2 2

i j i j i j i j i j i jy y y y y y y y+ + − − − + −  − +
 

      
 

В уравнениях (3.8) от времени t  перейдем к переменной τ : 

 
2

1 , , ,ij y

ij

p Tt
X s X

T

 
= − = = 

  




 
 (3.31) 

где  T  — продолжительность процесса. 
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Весь процесс деформирования разделим на m  временных шагов 

одинаковой продолжительности  . Для аппроксимации производной 

по времени в уравнениях (3.31) будем использовать явную схему: 

 ( ), , 1 , 1

, 1

2
1 , 0,1, 1, 1,2, .k t k t k t

ij ij ijk t
p p X s k n t m− −

−

 
= +   − =  − =  

 
  

Считаем, что на 0-м временном шаге все неизвестные величины 

равны нулю, тогда 1-ый шаг будет соответствовать упругому решению. 

Область пластического течения и положение упругопластической 

границы 
p
n   определяется с помощью численной аппроксимации условия 

пластичности. Узел с индексом i  относится к области течения, если  

 2,i   

и к области чисто упругого деформирования в противном случае. 

При расчете обобщенной плоской деформации требуется вычисле-

ние осевой деформации 
zz
d . Для этого преобразуем условие (3.10) с помо-

щью закона Гука, получим: 
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Определение деформации 
zz
d  требует вычисления определенных 

интегралов. Для этого можно воспользоваться методом трапеций: 
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3.2.4 Результаты расчетов 

Рассмотрим вращение цилиндра по следующему закону (рис. 3.3): 

сначала происходит увеличение скорости вращения от 
p

  до 
max

 , далее 

скорость остается постоянной: 
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 ( )

( )
( )

1
sin 2 , 0

2 2 2

1
, 1

2

max p

max p
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  +  
+  − −       = 


  


 


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Положим, что 
max

1.05
fp

= . При этом 
fp

 , разумеется, имеет раз-

ные значения для плоской деформации и обобщенной плоской деформа-

ции. Для параметров задачи примем значения: 

Соотношение между внутренним и внешним радиусом: 0.2= .  

Предел текучести: 82.5 10
y
=  Па.  

Модуль Юнга: 112.1 10E =   Па. 

Предел текучести (безразмерный): 0.00119
y
E   

Коэффициент Пуассона: 0.3= . 

0.1y
T

X = =



. 

 

Рис. 3.3 — Зависимость скорости вращения   от времени. 

Для проведения численных расчетов использовалась сетка, состоя-

щая из 2000 узлов и 5000 шагов по времени. На рис. 3.4 представлен гра-

фик движения упругопластической границы. При этом положение 

границы =   соответствует случаю, когда пластическое течение еще не 

началось, а 1=  — когда течение происходит во всем цилиндре. Из гра-

фика видим, что в свободном цилиндре пластическое течение 
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распространяется быстрее, чем в закрепленном, и уже к середине про-

цесса занимает цилиндр полностью. Увеличение параметра X  приводит 

к более интенсивному развитию пластического течения в цилиндре. Тем 

не менее, как показали численные расчеты, если скорость вращения   не 

превосходит критической скорости 
fp

 , то упругопластическая граница 

не достигает внешней границы области даже при больших значениях .X  

Рассмотрим развитие напряжений в ходе процесса. Графики напря-

жений для моментов времени 0.0, 0.25, 0.5, 1.0=  представлены на рис. 

3.5–3.7. При упруговязкопластическом деформировании напряжения в 

закрепленном и свободном цилиндре ведут себя в целом схожим образом, 

при этом абсолютные величины напряжений в свободном цилиндре 

ниже. Видим, что с развитием пластического течения точка максимума 

радиальных напряжений 
rr

  сдвигается в сторону центра области (рис. 

3.5). Наибольшими являются напряжения 


  (рис. 3.6), их величина в за-

крепленном цилиндре достигает 2
y

  , а в свободном 1.7
y

  . Распреде-

ление напряжений 


  существенным образом меняется в ходе процесса. 

Вследствие условия (3.10) на осевую силу в свободном цилиндре имеется 

область отрицательных напряжений  (рис. 3.7). Граница этой области не-

значительно меняется со временем. 

 

Рис. 3.4 — Эволюция упругопластической границы в цилиндре. 
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(a) (б) 

Рис. 3.5 — Напряжения  rr  в цилиндре в разные моменты времени:  

(а) плоская деформация ( )0zz = , (б) обобщенная плоская деформация ( )0zz  . 

  
(a) (б) 

Рис. 3.6 — Напряжения   в цилиндре в разные моменты времени: 

(а) плоская деформация, (б) обобщенная плоская деформация. 

  
(a) (б) 

Рис. 3.7 — Напряжения zz  в цилиндре в разные моменты времени:  

(а) плоская деформация, (б) обобщенная плоская деформация. 
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(a) (б) 

Рис. 3.8 — Деформации p  в цилиндре в разные моменты времени:  

(а) плоская деформация, (б) обобщенная плоская деформация. 

  
(a) (б) 

Рис. 3.9 — Перемещения u  в цилиндре в разные моменты времени:  

(а) плоская деформация ( )0zz = , (б) обобщенная плоская деформация ( )0zz  . 

Перейдем к анализу пластических деформаций. Заметим, что в за-

крепленном цилиндре деформации 
zz
p  на два порядка меньше других 

компонент и 



rr
p p . В свободном цилиндре деформации 

zz
p  суще-

ственно больше по сравнению с закрепленным, но примерно на порядок 

меньше деформаций 
rr
p  и 


p . Ограничимся графиком для деформаций 


p  в моменты времени 0.25, 0.5, 1.0= , который представлен на рис. 3.8. 

Видим, что в закрепленном цилиндре деформации выше, при этом дефор-

мированное состояние качественно не отличается. Максимальное значе-

ние деформаций достигается на внутренней поверхности.  
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На рис. 3.9 представлены графики радиальных перемещений в мо-

менты времени 0.0,0.25, 0.5, 1.0= . Максимальные значения перемеще-

ний в закрепленном цилиндре имеют место на внутренней поверхности 

области. При этом в свободном цилиндре распределение перемещений 

меняется с течением времени. На первых шагах максимум достигается на 

внешней поверхности цилиндра, а примерно с середины процесса — на 

внутренней. В среднем перемещения в закрепленном цилиндре выше. 

Для проверки корректности используемого численного алгоритма 

воспользуемся рассмотренными ранее точными решениями: упругим и 

вязкопластическим. Примем параметр 1X = , тогда после 0.5  напряже-

ния и скорости пластических деформаций быстро стабилизируются и да-

лее меняются незначительно. Первый и последний временной шаг 

представляет собой численное решение упругой и вязкопластической за-

дачи. В обоих случаях имеет место хорошее совпадение с соответствую-

щими точными решениями. 

Следует отметить, что дальнейшее увеличение параметра X  или 

скорости вращения   может привезти к некорректным результатам. Во-

первых, с ростом деформаций в цилиндре теория малых упругопластиче-

ских деформаций становится неприменимой. Во-вторых, напряжения мо-

гут превзойти предел прочности. В этом случае для адекватного 

моделирования упругопластического деформирования во вращающемся 

цилиндре необходимо использовать теорию больших деформаций 

[201, 202] и одновременно учитывать эффекты вязкости и упрочнения. 

3.3. Ползучесть и вязкопластическое течение во вращающемся 

диске переменной толщины 

3.3.1 Постановка задачи 

Считаем, что материал диска обладает как упругими, так и вязкими 

и пластическими свойствами. Термодинамическими параметрами, 
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задающими текущее состояние деформируемого тела, считаются обрати-

мые и необратимые деформации. Уравнения их изменения постулиру-

ются [203] в форме 

 
( ) ( )( )
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,

2

.
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 (3.32) 

В (3.32) следуя способу задания Эйлера, введены обозначения 
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 (3.33) 

В (3.33) ,u v  — векторы перемещений и скорости, I  — единичный тен-

зор, n  — произвольный тензор, служащий для конкретизации введенной 

в (3.32) объективной производной. Только в таком случае уравнения 

(3.32) являются геометрически непротиворечивыми. При равенстве 

нулю нелинейной части тензора поворота ( 0)r z , введенная объектив-

ная производная совпадает с производной Яуманна. Когда источник γ  в 

уравнении переноса необратимых деформаций равен нулю ( )0=γ , то 

компоненты p  изменяются также как и при жестком движении тела. По-

этому в [203] тензор p  объявляется тензором необратимых деформаций. 

Следствием закона сохранения энергии при уравнениях (3.32) явля-

ются аналог формулы Мурнагана и уравнение баланса энтропии s  [203]  
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s
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σ I e J q σ γ
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 (3.34) 

В (3.34) ,q J  — потоки тепла и энтропии,   — плотность, T  — 
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температура, ,e  — термодинамические потенциалы: плотности распре-

деления внутренней и свободной энергии. Как в большинстве публика-

ций, посвященных расчетам больших упругопластических деформаций, 

принимается, что термодинамические потенциалы ( ),e se  или ( ),Te  не 

зависят от необратимых деформаций. Такая гипотеза принимается и в 

классических моделях типа Прандтля-Рейса. Для замкнутости соотноше-

ний математической модели теперь следует записать уравнения равно-

весия (изотермическое квазистатическое приближение), задать 

потенциал ( )e  и определяющий закон ( )=γ γ σ . 

С началом процесса необратимые деформации в теле растут в 

форме деформаций ползучести. В качестве определяющего закона произ-

водства необратимых деформаций p  можно принять следующий вари-

ант степенного закона ползучести Нортона [204] 
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 (3.35) 

В (3.35) ,B n  — постоянные материала, vε  — тензор скоростей деформа-

ций ползучести, 
i

  — главные напряжения, ( )1 2 3
/3= + +    . 

Когда напряженное состояние в материале достигает поверхности 

нагружения, диссипативный механизм деформирования меняется, появ-

ляется область течения.  Связь скоростей пластических деформаций p

ij
  с 

напряжениями в таких областях согласно принципу максимума Мизеса 

устанавливается ассоциированным законом пластического течения 
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 (3.36) 

В (3.36) k  — предел текучести,   — коэффициент вязкого сопротивле-

ния пластическому течению, pε  — тензор скоростей пластических 
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деформаций, 
0

vε  — скорость деформаций ползучести при подходе к дан-

ной точке материала упругопластической границы, s  — девиатор тен-

зора σ . Выбор   в (3.35) и соответствующего ему обобщенного условия 

Мизеса [205] связан с упрощениями при выполнении условий непрерыв-

ности необратимых деформаций на упругопластических границах. 

Следствием (3.32) и (3.33) является следующее разбиение тензора 

полных деформаций Альманси на составляющие 

 21
.

2
= + − −  −  +  d e p e e p p e e p e  (3.37) 

Заметим, что тензор e  является только главной линейной частью 

тензора обратимых деформаций. Далее деформации будем считать 

малыми, для которых 

 .= +d e p  (3.38) 

Напряжения связаны с обратимыми деформациями законом Гука 

 2 .=  +σ I e e   (3.39) 

В соотношениях (3.39) ,   — коэффициенты Ламе. 

3.3.2 Деформирование до начала пластического течения 

Рассмотрим вращающийся с угловой скоростью ( )t  кольцевой 

диск, внутренний и внешний радиусы которого обозначено 
0

r r=  и r R=  

соответственно. Считаем, что реализуется плоское напряженное 

состояние, в случае осевой симметрии отличными от нуля остаются 

компоненты напряжений 
rr

 , 


  и 



r

. 

Для диска со свободными внешней и внутренней поверхностью 

граничные условия запишутся в виде: 

 


  
= = =
= = =

0
| | 0, | 0,

rr r r rr r R r r R
 (3.40) 

и для диска с жестким включением 

 


 
= = =
= = =

0
| 0, | 0, | 0.

r r r rr r R r r R
u  (3.41) 

В начальный момент времени считаем, что напряжения и 
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деформации в материале отсутствуют. 

Отличными от нуля компонентами полных деформаций являются 

  

     

  
= + = = + = − = + = 

  

1
; ; .

2
r r

rr rr rr r r r

u uu u
d e p d e p d e p

r r r r
 (3.42) 

Из закона (3.39) следуют соотношения для напряжений  

 
( ) ( ) 

   

 
     

   

+ +
= + = + =

+ +

2 2
2 ; 2 ; 2 .

2 2
rr rr

rr rr r r

e e e e
e e e  (3.43) 

Компоненты тензора скоростей обратимых деформаций 

определяются по формулам 

 
( )

( )
( )

( )
  

 

        
  

      

+ − + −
= = =

+ +

2 2
, , .

2 3 2 2 3 2 2
e e err rr r

rr r
 (3.44) 

Здесь и далее точкой сверху обозначена производная по времени. 

До начала пластического течения считаем, что накопление 

необратимых деформаций связано с процессом ползучести. Для 

определения скоростей необратимых деформаций воспользуемся сте-

пенным законом ползучести Нортона (3.35): 

 
( ) ( )

( )

 

  

 

     

     

         

− −

− −

= − = −

= − + = = + − +

1 1
2 2

1 1
2 2 22 2

1 1
2 , 2 ,

2 2

1 3
, , 3 .

2 2

n n

rr rr rr

n n

zz rr r r rr rr r

Bn Q Bn Q

Bn Q Bn Q Q

 (3.45) 

При вращении с переменной скоростью на каждую точку диска 

помимо ускорения 2r  будет действовать вращательное ускорение 

r d dt . Тогда на диск будут действовать две системы инерционных сил, 

связанные с присутствием центростремительного и вращательного 

ускорений. Тогда уравнения равновесия в диске примут вид 

   
    

  
− 

+ = − + =
 

2 , 2 .rr r rrr
d

r r
r r r r dt

 (3.46) 

Интегрируя второе уравнение равновесия (3.46) при граничном 

условии (3.40) найдем 
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

 


 
= − 

 

4

2

2
.

4
r

d R
r

dt r
 (3.47) 

Используя зависимости для деформаций (3.42), получим 

 




+ − =


0.

rr

d
r d d

r
 (3.48) 

Для скоростей деформаций в этом случае следует соотношение 

  

 

 
   

 
+ + + − − =

 
0.

e p

e p e p

rr rr
r r

r r
 (3.49) 

Введение функции напряжений ( ),r t  в виде 

 


 
  


= = +



2 2, .
rr

r
r r

 (3.50) 

позволяет удовлетворить первому уравнению равновесия (3.46). 

В случае чисто упругого деформирования, используя соотношение  

и учитывая, что при обратимом деформировании 
ij ij
d e= , получим 

уравнение для определения функции напряжений ( ),r t  

 ( )( )
( )

( )21 7 6
, .

2
r r t t r

r r r

  + 
= −   + 

 
 

 
 (3.51) 

Интегрируя уравнение (3.51) и используя граничные условия (3.40) 

и (3.41) , найдем для полого диска 

 ( )
( )

( )( )2 2 2 2

0 27 6
,

16

r r R r
r t

r

− −+
=

+

 
 

 
 

и для диска с включением 

 

( ) ( )
( )

( )

( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

4 4

2

2 2 4 4

0 2

2 2 2

0

7 6
, 3

16

3 2 2 7 6
.

16 2 3 2

r t r R
r

r R r R

r r R

 +
= − + +

+

+ + + + +
+ 

+ + + +








 


 

     


     

 

Для вязкоупругого материала, подставляя зависимости (3.50), 

соотношения (3.44) и (3.45) соответственно в (3.51), получим уравнение 

относительно функции напряжений ( ),r t  
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( ) ( )

( )

( )( )

( )( )( )

( )( )

2 3
3 2

2

2
2 2

2
1

2

1
2 2 2

2
2 2

2

7 6 2

2 3 2

2
7 2

, , ,
2

2 , , , ,
2

, , ,

0

n

n

r r r
r t r t t

r

Bn r r
r r r

Q r t r t
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r r Q r t r t

r r r

Q r t r t r
r r r

−

−

    
+ + + + −         +

+

   
− + +       + + 

    
+ + −         


= − +



=

  
    

  

  




 
 

  
 

22 2

2 2 2

2
3

4

R
r r

r t r

 
+ 

 

     
+ + + −    

     

  


 (3.52) 

Данное уравнение может быть проинтегрировано численно с 

использованием конечно-разностной схемы  при граничных и начальных 

условиях для диска со свободными внешней и внутренней поверхностью: 

 ( ) ( ) ( )0
,0 0, , 0, , 0,r r t R t= = =    (3.53) 

для диска с жестким включением: 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( )

( )( )

00

0

2
2

0

0

1
2 2 0 2

0 0 0

0

,0 0, , 0,

2 2

3 2 2 , , , 0.

r rr r

n

r r

r R t

r t t
r t r t

r
Bn r Q r t r t

r r

==

−

=

= =

  
+ + − + 

    

  
 + + + − =        

 

  
    


    

 (3.54) 

По найденной функции ( ),r t  находятся напряжения, обратимые  

и необратимые  деформации. Компонента перемещений 
r
u  находится 

согласно найденным деформациям: ( )r rr rr
u r e p= + . Для определения 

компоненты перемещений 

u  следует дифференциальное уравнение 

 ( ) 

    

 




  
− = + = − = 

  


4

2

2
0

2 , ,
8

t
p

r r r r r

u u d R
e p e r p dt

r r dt r
 

при граничном условии вида 
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 ( ) ( ) ( )
    

=
= = 

0
0

0

sin , .
t

r r
u r t t d  

При расчетах в промежутке времени 
3

0 t t   угловая скорость 

возрастала, затем при 
3 4
t t t   оставалась постоянной, а при 

4 7
t t t   

уменьшалась до нуля. Расчеты проводились в безразмерных переменных  

 r r R= , t=  , 
ij ij
=   , 

i i
u u R=  

при значениях параметров задачи 79.61ГПа, 119.42ГПа,= =  3,n =

25 1 1 3 2 2

0
3.5 10 Па 8000кг , 0.2, 400 , 200 .,n мB c r R c c− − − − −=  = = = =    

  
(а) (б) 

  
(в) (г) 

 
 

(д) (е) 
Рис. 3.10 — Распределение напряжений в диске в различные моменты времени:  

(а), (б) радиальное и тангенциальное напряжения в полом диске; 
(в), (г) радиальное и тангенциальное напряжения в диске с жестким включением; 

(д) касательное напряжение; (е) эквивалентное напряжение. 
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Рис. 3.11 — Распределение   для различных режимов нагрузки. 

  
(а) (б) 

  
(в) (г) 

Рис. 3.12 — Распределение напряжений в некоторых точках дисках в зависимости 
от времени: (а), (б) радиальное и тангенциальное напряжения в полом диске; 

 (в), (г) радиальное и тангенциальное напряжения в диске с жестким включением. 

На рис. 3.10 показано распределение напряжений в зависимости от 

радиуса в различные моменты времени, результаты приведены для ку-

сочно-линейного закона изменения углового ускорения. Различие в рас-

пределении   при различных режимах разгона диска изображено на рис. 

3.11, при более резком разгоне   может существенно увеличиваться 
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даже при одинаковых итоговых скоростях вращения. На рис. 3.12 пока-

зано изменение напряжений со временем на различных радиусах.  Изме-

нение необратимых деформаций с течением времени приведено на рис. 

3.13, а распределение полных деформаций — рис. 3.14. Распределение пе-

ремещений в различные моменты времени показано на рис. 3.15. 

Полученные решения будут справедливы, если режим нагружения 

выбран таким образом, что в течение всего времени ни в одной точке 

диска не развивается пластическое течение. Далее рассмотрим случаи, 

когда в диске зарождается пластическое течение. Исходя из упругих и 

вязкоупругих решений для кольцевого диска следует, что пластическое 

течение начинается всегда на внутреннем радиусе 
0

r r= . 

  
(а) (б) 

  
(в) (г) 

Рис. 3.13 — Эволюция необратимых деформаций 
,rrp p  в некоторых точках дисках 

от времени: (а), (б) полый диск; (в), (г) диск с жестким включением. 
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(а) (б) 

 
 

(в) (г) 
Рис. 3.14 — Эволюция полных деформаций 

,rrd d  в некоторых точках дисках от 

времени: (а), (б) полый диск; (в), (г) диск с жестким включением. 

  
(а) (б) 

Рис. 3.15 — Эволюция радиального перемещения ru  в некоторых точках дисках от 

времени: (а) полый диск; (б) диск с жестким включением. 

3.3.3 Вязкопластическое течение 

Пластическое течение рассмотрим на примере свободного диска. 

Сначала рассмотрим случай идеальной пластичности. Момент времени 

0
t t= , в который согласно условию (3.36), на внутренней поверхности 

0
r r=  начнется пластическое течение, найдем, решая уравнение 



3. Ползучесть и вязкопластическое течение 215 

 
( ) ( )

( )
0

2 2
4

2 2 2 2 2

0 0 0 2

0

7 6 2
2 2 3

16 7 6 4 t t

d R
R r t r k

dt r
=

       + +
 + + − =          + +       

     


   
 

Далее в диске развивается пластическое течение, и решение задачи 

теперь будем искать в двух областях: в упругой области 
1
r r R  , и в об-

ласти пластического течения 
0 1
r r r  . 

В области упругого деформирования, используя граничное условие 

на внешней поверхности диска, найдем 
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+    
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+    

 +    
= − + + +   
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 
 

 

  


 

 

здесь ( ),e r t  — функция напряжений в упругой области, соответственно 

( ),p r t  будем обозначать функцию напряжений в области течения. Ис-

пользуя условие пластичности (3.36), для нахождения функции ( ),p r t  в 

каждый фиксированный момент времени (временной шаг задается со-

гласно требуемой точности) получим уравнение 

 
( )

2 22 2

2 2 2 2 2 2

2 2
3 .

4

p p p p R
r r r k

r r r r t r

        
− + + + + − =      

        

     
   (3.55) 

Решение данного уравнения может быть получено численно в каж-

дый фиксированный момент времени при граничном условии на внут-

ренней поверхности диска 
0

r r=  . Производная функции напряжений 
p

r






 

в пластической области согласно имеет вид (3.55) 

 

22 2

2 2 2 2 2 2

2 2

1 3 3

2 4 16

p p p R
r k r

r r r r

  
= − + − − − 

  

  
     

Из условия непрерывности напряжений 
rr

  и 


  на упругопласти-

ческой границе 
1

r r= , имеем 
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Последние соотношения позволяют найти неизвестную функцию 

1
C  и уравнение, для определения положения упругопластической гра-

ницы в каждый фиксированный момент времени 
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Тогда функция ( ),e r t  и ее производная находится согласно  
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Для напряжений получим: в пластической области: 
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в упругой области: 
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 (3.56) 

Для определения скоростей и перемещений необходимо опреде-

лить полные деформации и скорости деформаций в обеих областях. В 
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упругой области деформации находятся из уравнения (3.56) следуя фор-

мулам (3.44). Скорости деформаций в области обратимого деформирова-

ния будут вычисляться согласно зависимостям: 
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В пластической области, используя (3.36) и ассоциированный закон 

пластического течения, для скоростей деформаций найдем 
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 (3.57) 

Для определения скоростей пластических деформаций p


  следует 

дифференциальное уравнение вида 
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Для расчетов согласно данному уравнению необходимо задать гра-

ничное условие 



= 1

p

r r
. Воспользуемся условием непрерывности скоро-

стей деформаций на упругопластической границе 
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Следовательно 
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На упругопластической границе напряжения непрерывны. Тогда 
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для разрывов производных напряжений на продвигающейся со скоро-

стью 
1

/G dr dt=  поверхности следуют условия совместности Адамара 

 

   

   

   

= = = =

= = = =

 
− = − 

 
 

 
− = − 

 
 

1 1 1 1

1 1 1 1

;

.

p e e p

rr rr rr rr

r r r r r r r r

p e e p

r r r r r r r r

d d d d
G

dr dr dt dt

d d d d
G

dr dr dt dt

 (3.58) 

Перепишем первое из уравнений равновесия (3.46) в разрывах на 

упругопластической границе. Угловая скорость ( ),r t  очевидно непре-

рывна на поверхности ( )1
r r t= . Разность 
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k  должна быть посто-

янной и потому непрерывной. Следовательно, и производная 
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является непрерывной на упругопластической границе функцией 
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При таком условии из (3.58) и (3.59) следует, что 
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Тогда граничное условие для 
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 p  запишется в виде 
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Рис. 3.16 — Распределение напряжений в полом диске в некоторые моменты вре-
мени: (а) радиальное напряжение; (б) тангенциальное напряжение. 
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По найденной 

 p  можно определить p

rr
  согласно (3.57), а затем рас-

пределение пластических деформаций 

p  и 

rr
p . Компонента перемеще-

ний 
r
u  находится по найденным деформациям: ( )r rr rr

u r e p= + . 

На рис. 3.16 показаны распределения напряжений в различные мо-

менты времени. Область пластического течения перестает увеличи-

ваться в момент времени 
3

t t= , когда скорость вращения становится 

постоянной. При уменьшении скорости вращения диска происходит раз-

грузка с уменьшением напряжений, компоненты пластических деформа-

ций при этом не изменяются. 

3.3.4 Учет вязкого сопротивления пластическому течению. Случаи 

упруговязкопластического и вязкоупруго-вязкопластического 

материалов. 

Далее рассмотрим вязкопластическое течение материала (в (3.36) 

0 ). Согласно условию пластичности (3.36) скорости пластических де-

формаций находятся по формулам 
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Для определения параметров напряженно-деформированного со-

стояния получим систему уравнений 
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которая может быть решена с использованием конечно-разностной 
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схемы. Для численной реализации вводятся две изменяющиеся во вре-

мени сетки по переменной :r  в упругой 
+ +

= +
1 1

,e

i i
r m h j = −0, 1,ej N  

( )+ +
= −

1 1
1e e

i i
h m N  и пластической области 

+
= + =

0 1
, 1, ,p p

i
r r h j j N

( )( )+ +
= −

1 1 0
.e p

i i
h m r N На каждом временном шаге ( )0

1 , 0,t t dt i i N= + + =  

сетка меняется из-за изменения упругопластической границы. Значение 

функции напряжений для новой сетки на предыдущем временном шаге 

находятся интерполяцией. Далее вычисляются остальные неизвестные 

функции. Развитие области вязкопластического течения отличается от 

случая идеальной пластичности (рис. 3.17), в частности при постоянной 

скорости вращения область вязкопластического течения продолжает 

увеличиваться и затем выходит на асимптоту. 

При уменьшении скорости вращения область деформирования раз-

бивается на три части: область вязкопластического течения 
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область обратимого деформирования 
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от ( )1 5
r r t=   в сторону 

0
r r= , и через некоторое время пластические де-

формации перестают изменяться везде. Распределение напряжений по 

радиусу для этого случая показаны на рис. 3.18. Если учитывать вязкость 

как на стадии, предшествующей течению, так и в ходе него, то для опре-

деления функции напряжений используется аналогичная система, где 

скорости необратимых деформаций складываются из скоростей дефор-

маций ползучести и скоростей пластических деформаций: 
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Рис. 3.17 — Эволюция областей идеально пластического (– – –) и вязкопла-
стического деформирования ( - - - и —) 

  
(а) (б) 

Рис. 3.18 — Распределение напряжений в полом диске в различные моменты вре-
мени: (а) радиальное напряжение; (б) тангенциальное напряжение. 

  

(а) (б) 
Рис. 3.19 — Распределение напряжений в полом диске в различные моменты вре-

мени: (а) радиальное напряжение; (б) тангенциальное напряжение. 

Численное решение получено аналогичным образом, что и выше. 

При постоянной скорости вращения диска область вязкопластического 

течения уменьшается, затем выходит на асимптоту (рис. 3.17). С умень-

шение скорости вращения диска область вязкопластического течения 

уменьшается, и в момент времени 
0

t t=  пластические деформации пере-

стают изменяться во всем диске. Распределения напряжений по радиусу 

в различные моменты времени показаны на рис. 3.19. 
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3.4. Выводы 

В данной главе получены новые решения, учитывающие вязкие эф-

фекты материала, а именно: ползучесть и вязкопластичность, на про-

цессы необратимого деформирования во вращающихся цилиндрах и 

дисках. Найдены аналитические решения для установившегося вязко-

пластического течения во вращающемся полом цилиндре с закреплен-

ными и свободными торцами, а также построена численная схема для 

расчета упруговязкопластического деформирования. Сравнение резуль-

татов численных и аналитических вычислений показало хорошее совпа-

дение. Получены зависимости критической скорости вращения, 

соответствующей полному переходу цилиндра в пластическое состояние, 

от геометрических и механических параметров цилиндра, в случае плос-

кой деформации эта зависимость является аналитической. Обнаружено, 

что в цилиндре со свободными торцами вязкопластическое течение раз-

вивается с более высокой скоростью, а величина перемещений, напряже-

ний и вязкопластических деформаций выше. 

Разработаны численные схемы расчета необратимых деформаций 

во вращающемся диске с граничными условиями различного вида (по-

лый диск и диск с жестким включением) с учетом углового ускорения. 

Рассматривались модели вязкоупругого (деформации разделяются на 

упругие и деформации ползучести) и упруго-вязкопластического (дефор-

мации разделяются на упругие и вязкопластические) материалов, а 

также их комбинация (в момент начала течения в точке происходит 

смена физического механизма накопления необратимых деформации с 

ползучести на вязкопластичность). Кроме того, рассмотрен случай иде-

ального пластического материала (с нулевой вязкостью). Численные 

схемы построены с использованием функции напряжений Эйри и усло-

вий совместности разрывов Адамара. Изучены закономерности развития 

области пластического деформирования для каждой из использованных 
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моделей материала. Установлено, что при постоянной угловой скорости 

область вязкопластического течения уменьшается, затем стабилизиру-

ется и выходит на асимптоту, снижение скорости вращения диска приво-

дит к сокращению области вязкопластического течения, за которым 

следует ее исчезновение. Проведенные расчеты и анализ напряженно-де-

формированного состояния диска в различные моменты времени позво-

ляют сделать вывод, что деформирование в режиме ползучести может 

оказывать существенное влияние на зарождение и эволюцию вязкопла-

стического течения во вращающемся диске.  

Следует отметить, что в подавляющем большинстве работ, посвя-

щенных упругопластическому анализу вращающихся цилиндров и дис-

ков, рассматривалась только центробежная сила, тогда как угловое 

ускорение обычно принималось равным нулю. Тем не менее следует от-

метить работы [206–215], в которых угловое ускорение рассматривалось, 

однако, постановка задач в них ограничена чисто упругим деформирова-

нием. В [209, 211, 213] также анализировалось влияние углового ускоре-

ния на зарождение пластического течения, но эволюция самого течения 

и накопление пластических деформаций не изучались. Расчеты, прове-

денные в данной главе, показали, что угловое ускорение может приво-

дить к заметному росту эквивалентного напряжения и скоростей 

пластических деформаций в процессе необратимого деформирования 

вращающегося диска. Если условия эксплуатации подразумевают посто-

янное ускорение и торможение диска, как происходит, например, в махо-

вичных накопителях энергии, то в расчетную модель следует включать 

помимо центробежной силы также и угловое ускорение.  

 

 



 

4. Оптимальное проектирование вращающихся цилин-

дров и дисков 

4.1. Введение 

Начиная с середины XX-го века оптимальному проектированию 

тонких дисков, находящихся под действием термомеханических нагру-

зок, уделяется широкое внимание в научной литературе. Для определе-

ния оптимальной конструкции используются различные подходы, среди 

которых важную роль играет понятие равнопрочности — состояния тела, 

характеризующегося одинаковым запасом прочности во всех его точках 

[216]. Известно, что напряженное состояние в диске переменной тол-

щины может существенно отличаться по сравнению с диском прямо-

угольного профиля. Вследствие этого профиль диска может 

рассматриваться как один из управляющих параметров при решении об-

ратных и оптимизационных задач. 

Классическое решение Ю. Н. Работнова [1, 2] описывает равнопроч-

ный вращающийся диск, в котором напряжения всюду постоянны и 

равны нагрузке, приложенной к внешней поверхности диска; найденный 

профиль является функцией экспоненциального вида. Следует отметить, 

что решение [1, 2] легко обобщается на случай ползучести материала. В 

[217] профиль равнопрочного вращающегося диска определен из пред-

положения, что напряженное состояние удовлетворяет условию пластич-

ности Мизеса. Алгоритм построения равнопрочного по Мизесу диска при 

наличии центробежных сил и стационарного температурного градиента 

разработан в [218]. Решения для диска равной прочности, основанные на 

условии пластичности Треска, получены в [219, 220]. Методика расчета 

равнопрочных неоднородных дисков, находящихся под действием внут-

реннего и внешнего давления, представлена в [221] и позволяет устано-

вить профиль диска для произвольных зависимостей модуля Юнга и 

предела текучести от радиальной координаты. В качестве критерия 
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прочности в [221] применялось условие Мизеса. 

Для достижения желаемого напряженного состояния помимо изме-

нения геометрии диска также применяется управление механическими 

параметрами материала, которое стало возможным благодаря значи-

тельному прогрессу в механике композитов. В [222] установлено, что при 

определенной конфигурации многослойного композитного маховика по-

теря прочности во всех его точках происходит примерно при одной и той 

же скорости вращения. Авторы [223] показали, что специальное распре-

деление модуля Юнга и плотности материала с хорошей степенью точно-

сти приводит к нулевому радиальному и постоянному тангенциальному 

напряжениям во вращающемся диске. В [224] рассмотрен вращающийся 

анизотропный диск равной прочности из упруго-анизотропного матери-

ала и установлено, что равенство напряжений может быть достигнуто 

определенным распределением в диске параметра анизотропии (отно-

шение модулей Юнга в разных направлениях), а в частном случае изо-

тропного материала — найденными распределениями модуля Юнга и 

коэффициента Пуассона. Вращающийся диск из неоднородного несжима-

емого материала изучался в [225], где установлены зависимости термо-

механических параметров, приводящие к постоянному значению в диске 

произвольной линейной комбинации напряжений. В [226] найдены упру-

гие характеристики ортотропного неоднородного материала, позволяю-

щие достичь во вращающемся диске одного из трех состояний: 

постоянное тангенциальное или радиальное напряжение, постоянная 

разность напряжений. Кроме того, в [226] найдены параметры армирова-

ния, реализующие полученные зависимости механических параметров. 

Равнопрочность является не единственным возможным критерием 

оптимальности конструкции. Большое значение также имеют эксплуата-

ционные характеристики, к которым в случае вращающегося диска отно-

сятся, например, максимальная скорость вращения, вес, объем, 



4. Оптимальное проектирование вращающихся цилиндров и дисков 226 

длительная прочность, запасаемая кинетическая энергия и т.д. Различ-

ные целевые функции и их комбинации использовались для оптималь-

ного проектирования вращающихся дисков и маховичных накопителей 

энергии в работах [227–243]. Значительное за последние десятилетия 

увеличение вычислительной мощности компьютерных систем сделало 

возможным расчет оптимальной формы вращающихся дисков в двумер-

ной и трехмерной постановках на основе метода конечных элементов 

[233–235, 237–240]. 

Данная глава посвящена построению равнопрочных цилиндра и 

диска, находящихся под действием центробежных сил и заданный уси-

лий на внутреннем и внешнем контуре. Для цилиндра искомой функцией 

является радиальное распределение модуля Юнга, а для диска — ради-

альное распределение толщины (профиль). Под равнопрочным состоя-

нием в цилиндре понимаются следующие варианты: постоянное 

тангенциальное напряжение, постоянная разность между тангенциаль-

ным и радиальным напряжением, а также постоянная линейная комби-

нация тангенциального и радиального напряжений. Прочность 

материала диска характеризуются анизотропией и асимметрией при рас-

тяжении/сжатии, а в качестве критерия прочности выбрано квадратич-

ное условие общего вида, которое в частных случаях сводится ко многим 

известным критериям прочности (Мизеса, Хилла, Друкера-Прагера). 

4.2. Расчет профиля равнопрочного вращающегося диска 

переменной толщины с учетом анизотропии и разной 

прочности при растяжении и сжатии 

4.2.1 Постановка задачи 

Рассмотрим тонкий осесимметричный диск переменной толщины. 

Внутренний и внешний радиусы диска обозначим 
in
r  и out

r  соответ-

ственно. Диск вращается вокруг оси симметрии с угловой скоростью  , а 
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на его боковых поверхностях заданы усилия 
in
P  и 

out
P . Введем цилиндри-

ческую систему координат ( ), ,z  , ось z  которой совпадает с осью сим-

метрии диска. Геометрия диска и схема нагружения изображены на 

рис. 4.1. Все нагрузки постоянны и не зависят от угловой и осевой коор-

динат. Предполагается, что теория малых деформаций и гипотеза о плос-

ком напряженном состоянии справедливы с достаточной степенью 

точности. При сформулированных выше допущениях сдвиговые напря-

жения и деформации, а также осевое напряжение равны нулю. Все неиз-

вестные величины зависят только от радиальной координаты. 

 

Рис. 4.1 — Геометрия вращающегося диска и схема нагружения. 

Кинематические соотношения имеют вид 

 , ,r r

rr

du u

dr r
= =


   (4.1) 

здесь ,
rr 
   — компоненты тензора деформаций, 

r
u  — радиальное пере-

мещение. Следует отметить, что перемещение и деформация в осевом 

направлении, вообще говоря, не равны нулю. 

Поле деформаций должно удовлетворять уравнению совместности 

 
( )

0.
rr

d r

dr
− =


  (4.2) 

Диск изготовлен из однородного и ортотропного упругого 
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материала, а главные оси анизотропии совпадают с координатными по-

верхностями. Закон Гука для такого материала можно записать следую-

щим образом 

 ( ) ( )
1 1

, ,
rr rr r r rr

r
E E

= − = −
    



         (4.3) 

где ,
rr 

   — компоненты тензора напряжений, 
i
E  — модули Юнга, 

ij
  — 

коэффициенты Пуассона. Упругие параметры материала 
i
E  и 

ij
  удовле-

творяют условиям симметрии Максвелла 

 , , .r r z z zr rz

r z z r
E E E E E E

= = =   

 

     
 (4.4) 

Закон Гука (4.3) удобно переписать с помощью параметра ортотро-

пии , определение которого приведено ниже 

 .r

r r

E

E
= = 






 (4.5) 

Заметим, что из (4.4) и (4.5) следуют соотношения 

 , .
r r r

E E= =
  

   (4.6) 

С учетом (4.6) закон Гука (4.3) преобразуется к следующей форме 

 ( ) ( )
1 1

, ,
rr rr rr

E E
= − = −

  

 

       (4.7) 

В (4.7) для краткости принято, что 
r

=


  . 

Единственным нетривиальным уравнением равновесия в диске яв-

ляется уравнение в радиальном направлении, которое имеет вид 

 ( )( ) ( ) ( ) 2 2 0,
rr

d
h r r h r h r r

dr
− + =


    (4.8) 

где ( )h r  — толщина диска (рис. 4.1),   — плотность. 

Граничные условия задачи сформулированы ниже 

 
( ) ( )

( )

, ,

,

rr in in rr out out

in in

r P r P

h r h

= − = −

=

 
 (4.9) 

где 0, 0
in out
P P  , 

in
h  — толщина диска на его внутреннем контуре. 
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Предполагается, что прочностные свойства материала диска прояв-

ляют эффекты анизотропии и асимметрии при растяжении и сжатии. Та-

кое поведение наиболее характерно для композитных материалов, а 

также наблюдается, пусть и в меньшей степени, у ряда металлов и спла-

вов. Далее в качестве критерия прочности используется общее квадра-

тичное условие 

 2 2 1,
rr rr rr

A B C D E+ + + + 
  

       (4.10) 

где , , , ,A B C D E  — экспериментально определяемые параметры матери-

ала. В (4.10) слагаемые второго порядка характеризуют анизотропию, а 

линейные — разную прочность при растяжении и сжатии. В качестве 

единственного ограничения потребуем эллиптичность функции в левой 

части (4.10), т.е. параметры материала должны удовлетворять условию 

2 4 0B AC−  . 

Условие (4.10) в частных случаях сводится ко многим известным 

критериям прочности. Введем обозначения , ,
rt t zt
k k k


 для пределов проч-

ности при растяжении в радиальном, тангенциальном и осевом направ-

лениях соответственно. Пределы прочности при сжатии по аналогии 

обозначим как , ,
rc c zc
k k k


. Критерий (4.10) сводится к критерию прочно-

сти Цая-Ву [244] при следующих соотношениях на коэффициенты 

 
1 1 1 1 1 1 1

, , , , .
2rc rt c t rt rc t crc rt c t

A B C D E
k k k k k k k kk k k k

= = − = = − = −
    

 (4.11) 

Критерий Цая-Ву [244] является частным случаем тензорного кри-

терия Гольденблата-Копнова [245], широко применяется в механике 

композитов и описывает анизотропию материала, а также его различную 

прочность при растяжении и сжатии. Вычисление коэффициента B  в 

(4.11) остается предметом дискуссий [246, 247], и в настоящей диссерта-

ции используется наиболее распространенный подход / 2B AC= − . 

Предположим, что материал имеет одинаковую прочность при 
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растяжении и сжатии 
r rt rc
k k k= = , 

t c
k k k= =
  

, 
z zt zc
k k k= =  и введем коэф-

фициенты в виде 

 
2 2 2 2 2 2 2 2 2

, 2 , , 0,

1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 ,2 ,2 ,

z r r z r z

A G H B H C F H D E

F G H
k k k k k k k k k

= + = − = + = =

     
= + − = + − = + −     
       

 (4.12) 

тогда критерий (4.10) сводится к условию Хилла [168], которое широко 

применяется для описания пластической анизотропии в металлах. Сле-

дует отметить, что при сильно выраженной ортотропии условие Хилла 

(4.10), (4.12) может терять свойство эллиптичности [248]. В этом случае 

для описания анизотропии может использоваться, например, условие Ху-

Марина [249], которое следует из (4.10), если ввести коэффициенты как 

 ( )
12 2, ,   , 0.

r r
A k B k k C k D E

−− −= =− = = =
 

 

Если материал изотропен, то 
r z

k k k k= = =


 и замена 

 2 , 0A B C k D E−=− = = = =  (4.13) 

переводит критерий (4.10) в условие Мизеса. 

В условиях плоского напряженного состояния ( )0
zz
=  и отсут-

ствия сдвиговых напряжений ( )( )0
ij

i j=   многие другие критерии 

прочности (условия Друкера-Прагера, Мизеса-Шлейхера, обобщения 

условия Хилла [250, 251]) также можно привести к виду (4.10). Требова-

ние эллиптичности, разумеется, должно выполняться в любом случае. 

Для удобства введем безразмерные параметры и переменные 

 

2

2

2 2 2

, , , , , ,

, , ,

, , , , .

out outin in

in

out out in t t t

ij

ij ij ij

t o

o

t

ut

ut t t

t t t t

r Pr r h P
h P P

r r h k k k

E Eu
u

k r k k

A k A B k B C k C D k D E k E

= = =  = = =

= = =

= = = = =

  

 

  

    


  


    (4.14) 

Далее, если не сказано иное, везде в формулах используются вели-

чины (4.14), а знак верхнего подчеркивания для краткости опущен. 
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Также введем функцию эквивалентного напряжения, соответствующую 

условию (4.10) 

 2 2 .
eq rr rr rr

A B C D E= + + + +
  

        (4.15) 

Неравенство 1
eq
  соответствует упругому деформированию ма-

териала, а равенство 1
eq
=  — разрушению. В равнопрочном диске запас 

прочности в соответствии с критерием (4.10) один и тот же во всех точках 

тела, следовательно значение эквивалентного напряжения (4.15) в диске 

всюду постоянно. Преобразуем уравнение совместности деформаций 

(4.2) с помощью закона Гука (4.7), полученное уравнение вместе с урав-

нением равновесия (4.8) и граничными условиями (4.9) составляют кра-

евую задачу (в безразмерном виде) относительно неизвестных функций 

( )rr
  , ( )

   и ( )h   

 

( )( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

1

0,

1
0,

, 1 , 1.

rr

rr

rr

rr in rr out

d
h h h

d

d

d

P P h

−

− +  =

+ − +
− + =

= − = − =







     


   
  

 

   

 (4.16) 

Задача построения равнопрочного в соответствии с условием (4.10) 

диска формулируется следующим образом: найти решение краевой за-

дачи (4.16) такое, что для заданного ( 0,1
eq
  справедливо равенство 

 ( )  , ,1 .
eq eq

=        (4.17) 

4.2.2 Построение аналитического решения 

Условие прочности (4.17) с учетом (4.15) можно переписать следу-

ющим образом 

 2 2 ,
rr rr rr

N s s M Ls K+ + + + =
  

    

где 
2

, , , , , .eqC B D E
s Y Y N M L K

A A AAC AC
= = = = = =

 


  

Предыдущее условие можно удовлетворить с помощью 
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тригонометрической замены вида 

 

( )( )( )

( )( ) ( )( )( )

1
2 sin ,

1
cos sin .

rr

N
Y

= − +

= − + −


    


       


 (4.18) 

В (4.18) ( )   — неизвестная функция, 2 2M L MLN K= + − +  , 

24 N= − , 2M LN= − , 2L MN= − . Заметим, что 0  в силу эллиптич-

ности условия (4.10). 

Граничные условия по напряжениям сводятся к системе уравнений: 

 1
sin , sin ,

2 2
outin
PP −−

= =


  
 

 
 (4.19) 

где ( )=


   , ( )1
1=  . 

Второе из уравнений (4.16) преобразуем с помощью (4.18), в итоге 

получим 

 

( ) ( )( ) ( )( )( )
( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

11

1 cos sin

2 cos sin 0,

, 2 , 1 1 1.

W V

N Y

W YZ V N YZ Z

−

−−

+ − + +

+ + + =

= − = + = + − +

      

       

   

 (4.20) 

Уравнение (4.20) из неизвестных содержит только функцию ( )   и 

может быть решено в неявном виде.   можно принять в качестве новой 

независимой переменной, а ( )   — в качестве неизвестной функции. Пе-

реходя с помощью правила дифференцирования сложной функции от 

дифференцирования по   к дифференцированию по  , уравнение (4.20) 

можно преобразовать к виду 

 
( )( ) ( )

( )( ) ( )

1 cos sin

2 cos sin 0.

W V

N Y

+ − + +

+ + + =

     

     
 (4.21) 

Решение (4.21) должно удовлетворять граничным условиям 

 ( ) ( )1
, 1.= =


      (4.22) 
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Для восстановления напряженного состояния в диске кроме диффе-

ренциального уравнения (4.21), также необходимо решить четыре алгеб-

раических уравнения (4.19) и (4.22). Однако число неизвестных в этих 

уравнениях равно трем (константа интегрирования, 


  и 
1

 ). Отсюда сле-

дует, что для произвольных значений механических параметров матери-

ала , , , ,A E , геометрического параметра  , внешних нагрузок ,
in out
P P  

и желаемого эквивалентного напряжения 
eq

  построить диск равной 

прочности невозможно. Какой-либо из этих параметров должен вычис-

ляться через остальные с помощью одного из уравнений (4.19), (4.22). Да-

лее в качестве такого параметра выбран параметр  . 

Решая уравнение (4.21) с учетом второго из граничных условий 

(4.22), найдем 

 

( )
( )
( )

( )

( )

( )

( )

1

1 2

1

1

2

1

1 1

2

1
1

2 3 2 3

1
2 3 2 3

2
exp

1

cos sin

cos sin

tan tan
2 2

,

tan tan
2 2

NV VY

S

W N V Y

S S

N V Y

S

W V

W V

V S S V S S

V S S V S S

+ +

+

− +

+

 − +
= −  

 + 

 − +
  

− + 

   
− + + +   

   
   + + − +   
   

 



 



 
   



  

  

 

 

 (4.23) 

где 2

1
S V= + , 2 2

2
S V W= + − , 

3
S W= + . Значение геометрического 

параметра   непосредственно следует из (4.23) с учетом первого из гра-

ничных условий (4.22) и равно ( )  . Разумеется, решение имеет физи-

ческий смысл только если ( )0,1 . Кроме того, интервал  1
,


   (или 

 1
,


  ) не должен содержать особых точек и точек экстремума функции 

( )  . Эти точки перечислены ниже 
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1

0 2

2

0 2

3

0

sgn
arcsin arctan 2 ,

sgn
arcsin arctan 2 ,

2
arctan , .

W V
n

VV

W V
n

VV

N Y
n n

= − + +
+

+ + +
+

+
= − + 

=


 




  




 



 (4.24) 

Каждое из уравнений (4.19) имеет по два решения, которые опреде-

ляются следующим образом 

 

1 2

1 2

1 1

arcsin , arcsin ,
2 2

arcsin , arcsin .
2 2

in in

out out

P P

P P

− −
= −

− −
= −

=

=

 

   
  

 

   
  

 

 (4.25) 

Из (4.25) следует, что удовлетворить граничным условиям задачи 

можно четырьмя различными способами. Однако некоторые из этих спо-

собов (и даже все) могут не иметь физического смысла. 

Следующим шагом решения является определение профиля диска 

( )h  . Для удобства введем замену 

 ( ) ( )( )exp .h t=   (4.26) 

Используя (4.18) и (4.26), первое из уравнений (4.16) примет вид 

 

( ) ( )( ) ( )( )

( )( )( ) ( )

( )( ) ( ) 2

2 sin cos

2 sin

2 cos

N Y

Y t

Y Y Y

+ − +

+ + +

+ =  + −

     

     

        

 (4.27) 

Применим к (4.27) правило дифференцирования ( ) ( ) ( )t t  =    , 

далее в полученное уравнение поставим выражение для производной 

( )  ,найденное с помощью (4.20). В завершении перейдем к неизвест-

ной переменной   и разрешим уравнение относительно ( )'t  . В резуль-

тате этих преобразований уравнение (4.27) примет вид 
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( )
( )

( )( ) ( ) ( )( )
( )( )

( ) ( ) ( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )

2 2

2

2 2 cos 2 4 sin 21

1 2 cos sin 2 sin

2 cos sin2 1 cos

cos sin cos sin 2 sin

2 cos sin
.

cos sin 2 sin

Y N N Y
t

Y W V

Y N YY

W V Y W V

N Y

W V

 − + − −
 = −
+ − + +


− − +−
− + −

− + − + +

+ +
− 
− + +


    


      

    

        

   
  

     

 (4.28) 

Общий ход решения выглядит следующим образом. С помощью 

(4.25) вычисляются граничные значения 


  и 
1

 , для каждой возможной 

пары значений проверяется выполнение условия ( )0,1 , а также отсут-

ствие точек (4.24) в интервале  1
,


   (или  1

,


  ). Пары граничных зна-

чений 


  и 
1

 , удовлетворяющие этим требованиям, используются для 

восстановления напряженного состояния с помощью (4.18), (4.23) и да-

лее для расчета профиля диска из (4.28) с учетом замены (4.26) и послед-

него из уравнений (4.16). Первые три слагаемых в правой части (4.28) 

могут быть проинтегрированы в замкнутом виде, однако получаемые 

выражения является достаточно громоздкими и далее не приводятся. 

Поля перемещений и деформаций можно вычислить с помощью (4.7) и 

(4.1). В завершении проверяется справедливость гипотезы о плоском 

напряженном состоянии в диске. Для этого толщина диска должна ме-

няться достаточно плавно, откуда следует условие вида 

 или .out

in

rdh dh

dr d h
   


 (4.29) 

В левом из неравенств (4.29) используются размерные величины, а 

в правом — безразмерные;   — некоторое заданное число. Какие-либо 

достоверные оценки для   в литературе отсутствуют, и величина этого 

параметра выбирается достаточно произвольно [221]. Из представлен-

ного решения не составляет труда определить производную /dh d . 
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Справедливость неравенства (4.29) проверяется в каждой точке диска. В 

спорных случаях необходимо применять конечно-элементный анализ на 

основе двумерной модели диска. 

Содержание данного раздела позволяет рассчитать профиль равно-

прочного диска и восстановить напряженное состояние в нем. Важно от-

метить, что решение может не существовать, а также может быть 

неединственным. Большое число параметров задачи затрудняет каче-

ственный анализ условий существования решения в общем случае. По-

строение и проверка решения для заданных значений параметров не 

вызывает трудностей. 

Рассмотрим некоторые частные случаи критерия (4.10). Условие 

Хилла [168] в безразмерных переменных (4.14) имеет вид 

 ( ) 2 22 1.
rr rr

G H H+ − + 
 

      

Из предыдущего условия и (4.18) следует распределение 

 

sin
,

sin
cos ,

rr eq

eq

Q

H

Q

= −

 
= − + 

 



 


  

  

где ( )1Q G H H= + − . 

Величины 


  и 
1

  определяются следующим образом 

 

1 2

1 2

1 1

arcsin , arcsin ,

arcsin , arcsin .

in in

eq eq

out out

eq eq

P P
Q Q

P P
Q Q

   
= −      



=

  

   
= = −      

   

 
  

 

  
 

 

Введем обозначение T H Z= + . Тогда искомые функции ( )   и 

( )h   примут вид 

 ( )
( )( )

( ) ( )

( )( )

( )( )


    
 

 

− −

+ +  − − −
 =  
  −+ +   

22 1
1 1 1

2 2
,

sin cos
exp

sin cos1

Q H T

Q TQ T Q

T QQ T
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( )

( )
( )( )

( ) ( )

( )

( )( )
( )

( ) ( )

( )
( )( )

( )
( )






  







  


  

  
 


 

− −
+ −

+ ++    −
=     −   

  + − + 
 − +  

  + +  

− −
=

−


2 2

1 1
11

2

2

sin cos sin

sin cos sin

2
exp ,

1

sin cos
.

sin cos sin

Q H TH

Q T

eq

Q T
h

Q T

Q T H HQ
J

Q T

Q z H z
J z dz

z Q z T z

 

Рассмотрим материал, который изотропен в отношении упругих и 

прочностных свойств, и не проявляет асимметрии при растяжении и сжа-

тии. В этом случае 1= , а условие (4.10) переходит в условие Мизеса 

 2 2 1,
rr rr
− + 

 
     

которое удовлетворяется тригонометрической заменой (4.18) в виде 

 
2 1

sin , sin cos .
3 3

rr eq eq

 
= − = − + 

 


        

Из граничных условий задачи следует 

 

1 2

1 2

1 1

3 3
arcsin , arcsin ,

2 2

3 3
arcsin , arcsin .

2 2

in in

eq eq

out out

eq eq

P P

P P

   
= = −      

   

   
= = −      

   

 
  

 

  
 

 

Функции ( )   и ( )h   принимают вид 

 

( )
( )( )

( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

1 1 1

3

2 1

2

3 1 sin 3cos
exp ,

2 1 sin 3cos

sin 3
exp ,

sin 2 1

3sin 1 2 cos
.

sin 3cos sin

eq

h J

z z
J z dz

z z z

+

 − − −
=  

 + − 

    
= − +      +    

− −
=

−












    
 

  


   

  


 

 

Представленное выше решение для условия Мизеса, разумеется, 

совпадает с известным решением [217]. 
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4.2.3 Специальное решение 

Рассмотрим случай ( )' 0=  , который соответствует первым двум 

точкам (4.24). Тогда напряжения в диске всюду постоянны, а давления на 

внутреннем и внешнем контурах совпадают 
in out
P P= . 

Из второго уравнения (4.16) следует, что 

 .
rr

Z=


   (4.30) 

Радиальное напряжение определяется с помощью (4.17), (4.30) как 

 
( ) ( )

( )

2 2 2

2

4
.

2

eq

rr

D ZE D ZE A ZB Z C

A ZB Z C

+  + + + +
= −

+ +


  (4.31) 

В (4.31) имеют смысл только отрицательные напряжения в силу 

предположения, что 0
in
P   и 0

out
P  . Решая первое из уравнений (4.16) с 

учетом (4.30), найдем профиль диска 

 ( ) ( )

1

1
2 2exp .

2
rr

h

−

+   
= −  

  


  

 
 (4.32) 

Если пренебречь свойствами анизотропии и асимметрии, то 

rr eq
= =−


   , а решение (4.32) сводится к решению Ю.Н. Работнова [1, 2]. 

4.2.4 Примеры решения 

Проиллюстрируем найденное решение на примере композитного 

материала [252] со следующими значениями прочности в различных 

направлениях =644.7МПа,
rt
k  


=689.5МПа,

t
k  =513.7МПа,

rc
k  


= 455.1

c
k

МПа . Отметим, что в рассматриваемом материале эффекты анизотропии 

и разной прочности при растяжении и сжатии выражены достаточно уме-

ренно. В качестве критерия прочности будем использовать условие Цая-

Ву (4.10), (4.11), тогда безразмерные параметры материала (4.14) примут 

значения = =− = =− =−1.435, 1.475, 1.515, 0.273, 0.515A B C D E . Нагрузки на 

боковых поверхностях диска выберем равными = =0.25, 0.4.
in out
P P  Из 

(4.22) несложно получить минимально возможно значение 
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эквивалентного напряжения (4.15) в диске: для указанных выше пара-

метров оно составляет ( ) min 0.581,
eq

а соответствующее ему значение 

геометрического параметра  0.571 . С другой стороны, для условия Ми-

зеса ( )min
eq

0.346  и соответствующее значение геометрического па-

раметра  0.468 . При  
eq

 ( )min
eq

 решение не существует.  

  
(a) (б) 

Рис. 4.2 — Распределение напряжений в равнопрочном диске (a) и профили равно-

прочного диска (б) для различных значений скорости вращения ( )0.0,0.5,1.0,1.5 =  

при использовании условия Цая-Ву. 

  
(a) (б) 

Рис. 4.3 — Распределение напряжений в равнопрочном диске (a) и профили равно-

прочного диска (б) для различных значений скорости вращения ( )0.0,0.5,1.0,1.5 =  

при использовании условия Мизеса. 
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(a) (б) 

Рис. 4.4 — Распределение напряжений в равнопрочном диске (a) и профили равно-
прочного диска (б) для 0.75, 1.0eq = =  при использовании условия Цая-Ву. 

На рис. 4.2 представлено распределение напряжений в диске равно-

прочном по условию Цая-Ву (4.10), (4.11), а также профили такого диска 

для нескольких значений скорости вращения. Аналогичные графики для 

условия Мизеса (4.10), (4.13) показаны на рис. 4.3. Из рис. 4.2 и 4.3 видно, 

что эффекты анизотропии и асимметрии оказывают существенное влия-

ние на геометрию равнопрочного вращающегося и напряженное состоя-

ние в нем. В найденном решении скорость вращения   влияет только на 

профиль диска и не влияет на распределение напряжений в нем. Увели-

чение скорости вращения требует усиления диска в окрестности его 

внешнего контура (рис. 4.2 и 4.3). Значительное увеличение угловой ско-

рости приводит к выходу решения за границы применимости (4.29). 

Как уже было сказано ранее, граничным условиям задачи можно 

удовлетворить четырьмя разными способами (4.25) и в некоторых слу-

чаях решение задачи будет неединственным. Рассмотрим желаемую ве-

личину эквивалентного напряжения 0.75
eq
=  в равнопрочном диске. Из 

(4.22) следует, что ( ) ( ) ( )1 1

1 1
, , 0.675,0.953= 

 
     и 0.273 . Однако су-

ществует и второе решение, для которого ( ) ( ) ( )2 2

1 1
, , 2.466,2.188= 

 
     

и 0.855 . Эти решения проиллюстрированы на рис. 4.4 где изображены 
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графики напряжений и профили диска при скорости вращения 1.0= . 

Видим, что полученные решения отличаются принципиальным образом: 

в первом решении оба напряжения отрицательны, а во втором — ради-

альное и тангенциальное напряжения имеют разный знак. Для проверки 

справедливости гипотезы о плоском напряженном состоянии предпола-

галось [221], что в (4.29) ( )/   10
out in
r h = . Установлено, что во всех пред-

ставленных выше расчетах (рис. 4.2–4.4) полученные профили диска 

удовлетворяют условию (4.29). 

4.3. Проектирование равнопрочных вращающихся цилиндров 

из неоднородного материала 

4.3.1 Постановка задачи 

Рассмотрим полый цилиндр, внутренний и внешний радиусы кото-

рого равны 
in
r  и 

out
r  соответственно. Цилиндр вращается вокруг собствен-

ной оси с угловой скоростью  , а угловое ускорение равно нулю. 

Предполагается, что цилиндр находится в состоянии плоской или обоб-

щенной плоской деформации и сохраняет осевую симметрию в процессе 

деформирования. Исходя из перечисленных допущений радиальное пе-

ремещение 
r
u  является единственной ненулевой компонентой вектора 

перемещений. Для решения задачи используется цилиндрическая си-

стема координат ( ), ,r z , а также следующие безразмерные величины: 

 

2

2

,

,   ,  ,  ,

,  ,

out

y

y y

in

out out

ijr

ij ij ij

ou yt

rr r E
E

r r E

E Eu
u

r

= =  = =

= = =



 


  




  

  

 (4.33) 

где   — плотность, 
y

  — предел текучести при одноосном растяжении-

сжатии, E


 — модуль Юнга на внутренней поверхности цилиндра   =  , 

( )E E=   — модуль Юнга, 
r
u — радиальное перемещение, 

ij
  — компо-

ненты тензора малых деформаций, 
ij

  — компоненты тензора 
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напряжений. Далее, если не сказано иное, все формулы записаны с ис-

пользованием безразмерных переменных (4.33), а знак верхнего подчер-

кивания для краткости опущен. Параметр   для удобства называется 

скоростью вращения. 

Предполагается, что теория малых деформаций справедлива с необ-

ходимой степенью точности. Тогда кинематические соотношения запи-

шутся следующим образом: 

 1;   ,
rr

u u −= =


   (4.34) 

здесь и далее штрих обозначает производную по координате  . 

Деформации в цилиндре должны удовлетворять уравнению сов-

местности 

 ( ) 1 0.
rr

− + − =
 
     (4.35) 

Напряжения и деформации связаны законом Гука: 

 
( )( )

( )( )1 2 ,
1 1 2

ij ij ij kk

E
= − +

+ −
    

 
 (4.36) 

здесь   — коэффициент Пуассона, в дальнейших рассуждениях ограни-

чимся значениями 0 1/2  , 
ij
  — символ Кронекера. Сдвиговые дефор-

мации и касательные напряжения всюду в цилиндре равны нулю 

( )0
ij ij

i j= =  . 

Соотношения, обратные к (4.36) имеют вид 

 ( )( )
1

1 .
ij ij kk ij
E

= + −      (4.37) 

Единственное нетривиальное уравнение равновесия в цилиндре — 

это уравнение в радиальном направлении 

 ( ) 1 .
rr rr

− + − =−


      (4.38) 

Боковые поверхности цилиндра =   и 1=  считаются свобод-

ными от нагрузок, следовательно граничные условия задачи примут вид: 

 ( ) ( )0, 1 0.
rr rr

= =    (4.39) 
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В случае плоского деформированного состояния осевая деформа-

ция отсутствует 

 ( )0, .
rzz zz r

= = +


      (4.40) 

При условии обобщенной плоской деформации осевая деформация 

zz
const= , а суммарное осевое усилие равно нулю 

 ( )
1

0, .
zz zz rr zz
d = = + + 

        (4.41) 

Материал цилиндра считается неоднородным в отношении модуля 

Юнга, остальные физико-механические параметры: плотность, коэффи-

циент Пуассона и предел текучести приняты постоянными. Целью насто-

ящего подраздела является определение функции распределения модуля 

Юнга ( )E  , которая бы приводила к желаемому напряженному состоя-

нию во вращающемся цилиндре. Под таким состоянием понимается: а) 

постоянство тангенциального напряжения const=


 ; б) постоянство 

разности тангенциального и радиального напряжений 
rr

const− =


  ; в) 

постоянство линейной комбинации тангенциального и радиального 

напряжений ( )1
rr

k const k+ =  −


  . Как будет показано далее, во всех 

трех случаях искомое распределение модуля Юнга не зависит от  . 

4.3.2 Постоянное тангенциальное напряжение 

Предположим, что тангенциальное напряжение в цилиндре не за-

висит от радиальной координаты. Следует отметить, что во вращаю-

щемся сплошном и полом цилиндре со свободными боковыми 

поверхностями тангенциальное напряжение является наибольшим глав-

ным напряжением [63, 70]. Поэтому цилиндр с постоянным тангенциаль-

ным напряжением является равнопрочным в соответствии с критерием 

максимального главного напряжения. 

Вначале рассмотрим случай плоской деформации. Распределение 

радиального напряжения следует из решения уравнения равновесия 

(4.38) с учетом условия 
1
c=


 . Далее с помощью второго из соотношений 
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(4.40) определяется осевое напряжение. Итоговое распределение напря-

жений в цилиндре имеет вид: 

 2 22 2

1 11
; ; ,2

3 3
rr zz

c c
c cc


+ − = = + −=



 
     

 
 (4.42) 

где константы 
1 2
,c c  определяются с помощью граничных условий (4.39): 

 ( ) ( )2 2

1 2

1 1
1 , .

3 3
c c= + + = − +      (4.43) 

Распределение деформаций следует из (4.37), (4.42) и (4.43) 

 

( )
( )( ) ( )

( )( )

( )
( )( )

( )

2 2

2 2

;

.

1 1 1
1 1 2 1

3

1 1
1 1 2

3

rr
E

E

 +  + −
+ + − − − − 

 

 +  +
+ + − + + 



=

=




   
     



   
    



 (4.44) 

Уравнение совместности деформаций (4.35) с учетом предыдущих 

соотношений преобразуется к уравнению относительно неизвестного 

модуля Юнга 

 
( ) 3

2 4

3
,

tm mE

E t n

+ +
=

+ +



  
 (4.45) 

где ( ) ( ) ( )11 , 2, 1 , 1 .t w m w n t w−= + = − = + = +    

Общее решение уравнения (4.45) запишется следующим образом 

 ( )
( ) 3

4 2

3
exp .

tm m
E d

n t

+ +
=

+ +



 

  
 (4.46) 

Найдем в (4.46) интеграл под знаком экспоненты и получим:  

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )

0 0

3

1/2 2/3 2/31/3

1/2

2/3 2 1/3 1/3 4/3 5/3 2 1/3

3/2 3 2 2/3 1/2 2/3 2/3

1/3 4/3 2/3 5/3 2

exp , ,

ln

2 1 112
arctan

3 2

ln 2 3 2 2 2ln 6 ,

3 4 27 , 2 3 2 ,

2 2 2

m

E с J с J

J n t

d m ns d m ns d

g h h g

d n d s d n d s

d t n t s n d

g d d n n

= + = −

= + + +

+ ++ 
+ +  

 

 + + + + − −

= − + = −

= − +

  

   



  

1/3 4/3 2/3 5/3 2, ,2 4 2dh d n n+ +=

 (4.47) 
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константа 
0
с  в (4.47) определена из условия ( ) 1E = . 

В случае обобщенной плоской деформации решение определяется 

схожим образом, а для вычисления осевого напряжения и осевой дефор-

мации используются соотношения (4.41). В итоге распределение напря-

жений в цилиндре примет следующий вид: 

 

( ) ( ) ( )

2 22 2
1 1

2 2 2

1 2

1
2

3 3

1 1 1
1 , , 1 .

,

3 3 2

, ,
rr zz

zz

c c
c d c

c c

c


+ − + + − 

+ + +

= = =

= = −  − =+



 
     

 

      

 (4.48) 

С учетом (4.48) и (4.37) уравнение совместности деформаций (4.35) 

запишется в виде (4.45), за исключением того, что константа n  в знаме-

нателе вычисляется по формуле 

 
( )( )( ) ( )( )( )

( )

22 1 1 1 1 4
.

2 1
n

+ + − − + +
=

+

     

 
 (4.49) 

Разумеется, решение (4.46), (4.47) остается справедливым, но кон-

станта n  определяется с помощью соотношения (4.49). 

В случае сплошного цилиндра 0.=  Константы примут значения

 −= = =
1 2

3, 0, 2.
zz

c c Повторяя вышеприведенные рассуждения 

найдем распределение модуля Юнга для случая плоской деформации: 

 ( )
( )1 2 2

21
1 2

,E

+

 
= + 

− 

 


 


  

и для случая обобщенной плоской деформации 

 ( )
( )
( )

( )1 2 2

2
2 1

1
2

.
2

E

+

 +
= +  − + 

 

 
 

 
  

4.3.3 Постоянная разность между тангенциальным и радиальным 

напряжением 

Предположим, что напряженное состояние в цилиндре удовлетво-

ряет равенству 
1rr
c− =


  . Известно, что за исключением малых 
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значений   во вращающемся полом цилиндре с закрепленными торцами 

нормальные напряжения удовлетворяют неравенству 
zz rr

 


    

[33, 69, 71]. Поэтому цилиндр, в котором разность напряжений 
rr

−


   

постоянна, является равнопрочным в соответствии с критерием пластич-

ности Треска. 

Вначале рассмотрим плоское деформированное состояние. Ради-

альное напряжение определяется из решения уравнения равновесия 

(4.38), а осевое из (4.41). Распределение напряжений имеет вид 
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 (4.50) 

где константы 
1 2
,c c  вычисляются из граничных условий (4.39): 
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1 2

1
,

2ln
.

2
c c

−
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


 (4.51) 

Уравнение совместности деформаций (4.35) с учетом (4.50) и (4.51) 

примет вид 
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 (4.52) 

Из решения уравнения (4.52) следует распределение модуля Юнга 

в цилиндре 

 ( )
( )

2

3
exp 2 ,

ln

v bx
E dx

bx c x x v b x

 +
=   + + − 






  (4.53) 

Интеграл в (4.53) определяется с помощью численных методов. 

Повторяя вычисления для случая обобщенной плоской деформа-

ций, найдем распределение напряжений в цилиндре 
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 (4.54) 

Распределение модуля Юнга следует из решения уравнения (4.35) с 

учетом (4.54) и имеет следующий вид 

 ( )
( )2 22

3

1 1
exp 2 , ln .
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E dx q v

bx c x x qx
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 (4.55) 

Следует отметить, что в центре 0=  сплошного вращающегося ци-

линдра всегда справедливо равенство 
rr

=


   [63, 70], поэтому достиже-

ние напряженного состояния 
1rr
c− =


  ( )1

0c   во всем цилиндре 

является невозможным. Это замечание справедливо как для плоской, так 

и обобщенной плоской деформации. 

4.3.4 Постоянная линейная комбинация тангенциального и радиаль-

ного напряжений 

Предположим, что напряженное состояние в цилиндре удовлетво-

ряет равенству ( )1
1 .

rr
k c k+ =  −


   Напряженное состояние в условиях 

плоской деформации определяется с помощью (4.38) и (4.40) как 

 ( )
( )

( )( )
( )( )

( )
( )( )


     


    

  

 

− − − −

− −

+ +

+ +

  
+ − + + − 

+ + + + 

+ 
+ + −

+

+ − −
 − 

=

+ +

= =

=
−

=
−

1 2 1 21

2 1 2

1 2

1 2

3 1 2

1 21 1

1

; ;1
1 3 1 3

1
2

3

1 1 1
;

1

;

3 1 3

k k

k

k

z

k

k k

rr

z

c k k
c c kc

k k k k

k
c k c

k

k
c c

k k

 (4.56) 

Решая уравнение совместности (4.35) с учетом (4.56), найдем мо-

дуль Юнга 
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Для обобщенной плоской деформации напряжения запишутся сле-

дующим образом: 
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Распределение модуля Юнга определяется из уравнения (4.35) как 
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Для сплошного цилиндра 
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модуль Юнга для плоской деформации 
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и обобщенной плоской деформации 
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Рассмотрим частный случай 
zz
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  , который соответствует 

1
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 в условии .

rr
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
  После раскрытия неопределенно-

стей вида 0  в (4.60) и (4.61) найдем распределение модуля Юнга для 

сплошного цилиндра в условиях плоской 
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и обобщенной плоской деформации 

 ( )
( )( ) 2

2

1 1 2
exp .

2 4
E

 + −
=  

− + 
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Интересно отметить, что в сплошном цилиндре со свободными тор-

цами для 0  напряженное состояние удовлетворяет неравенству 

rr zz
 


    [70], поэтому решение (4.63) соответствует цилиндру, рав-

нопрочному по условию пластичности Треска.  

4.3.5 Примеры решения 

Найденные в предыдущем подразделе решения проиллюстриро-

ваны на рис. 4.5–4.7, где изображены графики распределения модуля 

Юнга в цилиндре. Принято, что коэффициент Пуассона 0.3= . На всех 

графиках по оси абсцисс отложена безразмерная радиальная координата 

/
out

r r= , а по оси ординат – безразмерный модуль Юнга ( )/E E E=


 . На 

рис. 4.5 представлены зависимости модуля Юнга, необходимые для реа-

лизации в цилиндре постоянного тангенциального напряжения. Гра-

фики на рис. 4.5а получены с помощью (4.47), а графики на рис. 4.5б 

построены на основе (4.47), (4.49).  

  

(a) (б) 

Рис. 4.5 — Распределение модуля Юнга в цилиндре с постоянным тангенци-
альным напряжением для нескольких значений  : (a) плоская деформация, (б) 

обобщенная плоская деформация. 
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На рис. 4.6 представлены решения, необходимые для достижения в 

цилиндре постоянной разности между тангенциальным и радиальным 

напряжениями. Графики на рис. 4.6a иллюстрируют решение (4.53), а гра-

фики на рис 4.6б — решение (4.54). Из рис. 4.5 и 4.6 можно увидеть, что 

зависимость модуля Юнга является возрастающей функцией радиальной 

координаты. Решения для плоской и обобщенной плоской деформации 

являются достаточно близкими, однако в последнем случае величина мо-

дуля Юнга несколько меньше.  

  

(a) (б) 

Рис. 4.6 — Распределение модуля Юнга в цилиндре с постоянной разностью между 
тангенциальным и радиальным напряжением для нескольких значений  : (a) плос-

кая деформация, (б) обобщенная плоская деформация. 

 

Рис. 4.7 — Распределение модуля Юнга в сплошном цилиндре с постоянной разно-
стью между тангенциальным и осевым напряжением. 

) b

) 
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Сравнивая рис. 4.5а и 4.6а, можно увидеть, что для больших значе-

ний   решения практически совпадают. Этот факт объясняется тем, что 

в тонких цилиндрах 0
rr



  , поэтому условие 

1rr
c− =


   мало отли-

чается от условия 
1
c=


 . Аналогичную картину можно заметить и в слу-

чае обобщенной плоской деформации. На рис. 4.7 представлены графики 

модуля Юнга, реализующие в цилиндре постоянную разность между тан-

генциальным и осевым напряжением для плоской (п.д.) и обобщенной 

плоской (о.п.д.) деформацией. Данные графики получены на основе (4.62) 

и (4.63) соответственно. Видно, что в этом случае модуль Юнга также яв-

ляется возрастающей функцией радиальной координаты. 

4.4. Выводы 

В данном разделе получены зависимости модуля Юнга от радиаль-

ной координаты, при которых в сплошном и полом цилиндре достигается 

состояние равнопрочности. Полученные зависимости могут быть реали-

зованы на практике с помощью композитных материалов. Также найдено 

аналитическое решение, позволяющее для заданных нагрузок на внеш-

нем и внутреннем контуре диска и скорости вращения построить геомет-

рию диска равной прочности. В качестве критерия прочности 

применялось общее эллиптическое условие, которое описывает анизо-

тропию материала, а также его асимметрию при растяжении и сжатии. 

Установлено, что профиль равнопрочного диска может не существовать 

и может быть не единственным. Для примера рассмотрен критерий проч-

ности Цая-Ву, широко используемый для композитных материалов. Срав-

нение с решением для условия Мизеса показало, что указанные эффекты 

оказывают существенное влияние на геометрию равнопрочного диска и 

напряженное состояние в нем. Найденное решение в частных случаях 

сводится к решениям для многих известных критериев прочности, а 

также к классическому решению Ю.Н. Работнова. 

 



 

Заключение 

1. В рамках условий текучести Треска и Ишлинского-Ивлева полу-

чены новые аналитические решения, описывающие напряженно-дефор-

мированное состояние вращающихся цилиндров из идеального 

упругопластического материала на стадиях нагрузки и разгрузки, вклю-

чая повторное пластическое течение. 

2.  Построено универсальное аналитическое решение упругопласти-

ческой задачи во вращающемся линейно-упрочняемом цилиндре в усло-

виях плоской или обобщенной плоской деформации. Найденное решение 

основано на общем кусочно-линейном условии пластичности, учитывает 

влияние промежуточного главного напряжения на развитие пластиче-

ского течения и подходит для расчета цилиндров с различными видами 

граничных/торцевых условий и широкого класса материалов. 

3. На основе условия Треска получено точное решение задачи об 

упругопластическом деформировании вращающегося линейно-упрочня-

емого цилиндра с жестким включением при наличии стационарного тем-

пературного градиента между внутренней и внешней поверхностями. 

4. Решена упругопластическая задача во вращающемся полом ци-

линдре с закрепленными концами при условии пластичности Треска и 

нелинейных законах изотропного упрочнения. Точные аналитические 

решения найдены для линейно-экспоненциального закона упрочнения, а 

также для нескольких частных случаев степенного параметра в степен-

ном законе упрочнения. Вычисление остаточных напряжений в цилин-

дре после предварительного вращения с заданной максимальной 

скоростью проводилось с помощью численных методов. 

5. Проведен анализ влияния эффекта снижения модуля Юнга после 

предварительного пластического деформирования на процесс ротацион-

ного автофретирования полого цилиндра с закрепленными торцами. 
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Установлено, что данный эффект может оказывать заметное влияние на 

величину остаточных напряжений после ротационного автофретирова-

ния. Обнаружено, что учет падения модуля Юнга особенно важен для рас-

чета толстостенных цилиндров и высоких скоростей автофретирования. 

6. Получены новые решения, учитывающие вязкие эффекты мате-

риал (ползучесть и вязкопластичность) на процессы необратимого де-

формирования в цилиндре и диске при наличии центробежных сил. 

Найдены аналитические решения для установившегося вязкопластиче-

ского течения во вращающемся полом цилиндре с закрепленными и сво-

бодными торцами, а также разработан численный алгоритм для расчета 

упруговязкопластического деформирования. Разработаны численные 

схемы расчета необратимых деформаций во вращающемся диске с гра-

ничными условиями различного вида (полый диск и диск с жестким 

включением) с учетом углового ускорения. Показано, что угловое ускоре-

ние может приводить к росту эквивалентного напряжения и скоростей 

пластических деформаций. Если условия эксплуатации подразумевают 

постоянное ускорение и торможение диска, то в расчетную модель сле-

дует включать помимо центробежной силы также и угловое ускорение. 

7. Найдены новые аналитические решения, позволяющие для за-

данных нагрузок на внешней и внутренней поверхностях построить вра-

щающийся цилиндр/диск равной прочности. Для цилиндра в качестве 

управляющего параметра использовалась зависимость модуля Юнга от 

радиуса, а для диска — его профиль. Проанализировано влияние анизо-

тропии и асимметрии при растяжении и сжатии на профиль равнопроч-

ного вращающегося диска. Установлено, что равнопрочный профиль 

диска может не существовать и может быть не единственным. 
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