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Введение

Потребность промышленности в легких, высокопрочных, недорогих
материалах привела к развитию принципиально нового подхода в области
их конструирования. Результатом этого подхода в XX веке стала разработ-
ка композитных материалов [34], активное использование которых стало
одним из решающих факторов промышленного прогресса в таких обла-
стях как автомобилестроение [68;118], авиастроение [75;101], в космической
отрасли промышленности [71; 120] и др [15]. В настоящее время композит-
ные материалы продолжают широко использоваться как в промышленно-
сти так и, например, для создания переправ, дорог, площадок для разгруз-
ки морских судов, взлетно-посадочных полос и т.п. в условиях холодных
территорий [37; 38]. При этом в аэрокосмической отрасли растут объемы
использования композитных материалов, а в современных самолетах до-
ля композитов составляет от 15% до 30% от общей массы, а в ракетных
двигателях достигает 90% [10;12].

В процессе развития механики деформируемого твердого тела одной
из основных гипотез являлась гипотеза об однородности сплошной сре-
ды. Однако свойства композитных материалов существенно отличаются от
свойств однородных составляющих. Для создания композитных материа-
лов с заданными свойствами, а также расчета конструкций из таких неод-
нородных материалов необходимо развивать теоретические знания, явным
образом учитывающие эту неоднородность [46]. Это привело к тому, что
при создании математических моделей и методов расчета сложных кон-
струкций, необходимо учитывать специфические свойства композитов, та-
кие как разномодульность и разнопрочность [3]. Под разномодульностью
здесь понимается разные модули упругости, а разнопрочность означает
различные пределы прочности при растяжении и сжатии. Необходимо от-
метить, что при конструировании объектов из композитных материалов в
реальных приложениях используются поправки для учета свойств разно-
модульности и разнопрочности, которые определяются, в основном, экспе-
риментально, что приводит к удорожанию и увеличению времени проекти-
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рования конструкций. Таким образом, учет неоднородности композитов на
этапе математического моделирования поведения материала под действи-
ем различной нагрузки является актуальной задачей и, в целом, может
быть использован для оптимизации промышленного использования компо-
зитных материалов.

Одним из подходов, которые позволяют построить модель, учитыва-
ющую разномодульность композита, является обобщенный реологический
метод [45]. С его помощью можно строить корректные с точки зрения тер-
модинамики определяющие уравнения волокнистых композитов. Метод ос-
нован на построении реологических схем с помощью базовых элементов
(упругой пружины, вязкого демпфера и пластического шарнира) и нового
элемента — жесткого контакта, имитирующего поведение идеальной сыпу-
чей среды с абсолютно твердыми частицами. Реологический метод хоро-
шо зарекомендовал себя при моделировании динамики и статики сыпучих
и пористых материалов с пороговым изменением жесткости при схлопы-
вании пор. Аналогичное изменение жесткости происходит в волокнистом
композите при смене знака деформации.

Актуальность работы обусловлена широким распространением
композитных материалов. Моделирование микроструктуры композита яв-
ляется сложной задачей из-за трудоемкости описания распределения и ори-
ентации инородных включений и армирующих элементов в матрице мате-
риала, а также из-за необходимости описания механических взаимодей-
ствий на микроуровне [64; 72]. Построение определяющих уравнений для
волокнистых композитов с различным сопротивлением сжатию и растяже-
нию в настоящий момент является нерешенной задачей и для более деталь-
ного моделирования необходимы математические модели, не требующие
больших вычислительных мощностей для проведения расчетов и способ-
ные описать особенности композитных материалов.

Степень разработанности темы. В настоящее время существуют
различные методы моделирования композитных материалов, однако обще-
принятой модели, позволяющей учитывать разномодульность материала
и удовлетворяющей всем необходимым критериям, не разработано. Как
было указано выше, одним из подходов, позволяющим построить модель,
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учитывающую разномодульность композита является обобщенный реоло-
гический метод, разработанный В.М. Садовским. К описанию поведения
композитных материалов этот метод будет применяться впервые.

Цель исследования состоит в создании методов расчета
напряженно-деформированного состояния композитных пластин под
действием произвольной системы сил, включая математическую модель,
учитывающую разное сопротивление волокнистых композитов растяже-
нию и сжатию, а также алгоритмическую и программную реализацию
предложенной модели.

Для достижения поставленной цели были сформулированы следую-
щие задачи:

1. построить определяющие уравнения многослойных композитных
материалов, учитывающие разное сопротивление растяжению и
сжатию;

2. разработать методику решения краевых задач квазистатического
деформирования пластин из многослойных композитных матери-
алов;

3. выполнить расчеты напряженно-деформированного состояния
слоистых композитных пластин при растяжении-сжатии в плос-
кости пластин, при чистом изгибе и их совокупности.

Научная новизна. Особенность этой задачи состоит в том, что опре-
деляющие уравнения должны быть представимы в потенциальной форме,
что гарантирует выполнение фундаментальных принципов термодинами-
ки. Для получения уравнений, описывающих упругую деформацию волок-
нистых композитов с различным сопротивлением сжатию и растяжению,
впервые был применен обобщенный реологический метод.

Теоретическая значимость. Полученные в работе математиче-
ские модели и определяющие уравнения являются важным этапом на
пути к созданию математической модели композитного материала, учи-
тывающей разномодульность и позволяющей описывать напряженно-
деформированное состояние конструкций из композитных материалов с
различными способами армирования под действием произвольных систем
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сил. В данной работе развивается обобщенный реологический метод и его
применение к описанию композитных материалов.

Практическая значимость. Результаты, полученные в диссерта-
ционной работе, могут быть использованы в различных областях промыш-
ленности при проектировании конструкций из композитных материалов,
проведении прочностных расчетов, решении оптимизационных задач.

Соответствие диссертации паспорту научной специальности.
Диссертация соответствует паспорту научной специальности: 1.1.8 – меха-
ника деформируемого твердого тела по следующим пунктам:
2. теория определяющих соотношений деформируемых тел с простой и
сложной структурой;
3. задачи теории упругости, теории пластичности, теории вязкоупругости;
4. механика композиционных материалов и конструкций, механика интел-
лектуальных материалов;
11. математическое моделирование поведения дискретных и континуаль-
ных деформируемых сред при механических, тепловых, электромагнит-
ных, химических, гравитационных, радиационных и прочих воздействиях;
12. вычислительная механика деформируемого твёрдого тела.

Методология и методы исследования. При построении матема-
тической модели упругого композита применяется обобщенный реологиче-
ский подход. Для проведения расчетов в рамках моделей разномодульных
композитных материалов требуется нахождение проекций на выпуклые
множества в пространствах напряжений и деформаций, для вычисления
которых применены методы решения вариационных неравенств – метод
множителей Лагранжа и итерационный алгоритм Удзавы. Программный
продукт реализован на основе метода конечных элементов, который широ-
ко используется при решении задач механики деформируемого твердого те-
ла и позволяет с помощью метода последовательных приближений учесть
нелинейные определяющие уравнения развиваемых моделей. В качестве
метода исследования в работе используется вычислительный эксперимент,
включающий в себя следующие этапы: математическая формулировка за-
дачи, построение численного алгоритма, его программная реализация, про-
ведение расчетов и анализ полученных результатов.
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Положения выносимые на защиту.
1. Определяющие уравнения многослойного волокнистого компо-

зитного материала, учитывающие разное сопротивление растя-
жению и сжатию, применимые к задачам расчета напряженно-
деформированного состояния пластин из композитного материала.

2. Алгоритм и компьютерная программа, реализующая определяю-
щие уравнения композитного материала при решении краевых ква-
зистатических задач для слоистых композитных пластин.

3. Результаты расчетов напряженно-деформированного состояния
слоистых композитных пластин при растяжении-сжатии в плос-
кости пластин, при чистом изгибе и их совокупности.

Достоверность. Получаемые с помощью обобщенного реологическо-
го метода определяющие уравнения относятся к теории гиперупругости.
Для них определены упругие потенциалы напряжений и деформаций, что
гарантирует выполнение фундаментальных принципов равновесной термо-
динамики. В работе проведены вычислительные эксперименты, проведе-
но сравнение полученных решений с решениями, полученными с помощью
конечно-элементного комплекса Abaqus.

Личный вклад автора состоит в получении определяющих урав-
нений на основе обобщенного реологического метода, разработке вычис-
лительных алгоритмов и программы для ЭВМ, проведении расчетов, об-
работке и анализе полученных результатов, подготовке научных статей и
докладов по теме диссертационной работы. Научному руководителю Са-
довскому В.М. принадлежат постановки задач и общая оригинальная идея
использования обобщенного реологического метода в применении к моде-
лям волокнистых композитных материалов и критическое сравнение ре-
зультатов с известными алгоритмами.

Апробация работы. Основные результаты работы изложены в виде
докладов на 7 конференциях:

1. XI всероссийской конференции «Актуальные проблемы приклад-
ной математики и механики», посвященной памяти академика
А.Ф.Сидорова с элементами школы молодых ученых. 1-7 сентября
2022 г., пос. Кабардинка, Краснодарский край, Россия;
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2. междисциплинарной конференции молодых учёных ФИЦ КНЦ СО
РАН (КМУ-XXIV). 29 апреля 2021, г. Красноярск;

3. 27-ой всероссийской конференции с участием зарубежных учёных
по численным методам решения задач теории упругости и пластич-
ности, посвященной 100-летию со дня рождения Николая Никола-
евича Яненко. Красноярск, Сибирский федеральный университет,
5 – 9 июля 2021 г.;

4. XI, XII, XIII международных конференциях по применению ма-
тематических подходов в технических и естественных науках
(AMiTaNS’19, AMiTaNS’20, AMiTaNS’21), Албена, Болгария, 2019,
2020, 2021 гг.;

5. всероссийской конференция молодых учёных-механиков 3 — 12
сентября 2021 года, пансионат МГУ “Буревестник”, г. Сочи, Рос-
сия.

Работа была поддержана проектом РФФИ №20-31-90032 “Моделиро-
вание напряженно-деформированного состояния многослойных волокни-
стых композитов, по-разному сопротивляющихся растяжению и сжатию”.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации опублико-
ваны в 13 печатных изданиях, из которых 3 изданы в журналах, рекомен-
дованных ВАК, 6 – в тезисах докладов, 5 индексируются в базах данных
Web of Science, 6 – в базах Scopus, из них 5 публикации индексируются
одновременно в Web of Science и Scopus.

Публикации в рецензируемых научных изданиях:
1. Петраков И.Е. Контактная задача изгиба многослойной композит-

ной пластины с учётом различных модулей упругости при растя-
жении и сжатии / И.Е. Петраков // Сибирский журнал индустри-
альной математики. – 2022. – Т. 25, №4. – С. 153-163.

2. Petrakov I.E., Sadovskii V.M., Sadovskaya O.V. Analysis of bending of
composite plates with account for the difference in resistance to tension
and compression / I.E. Petrakov, V.M. Sadovskii, O.V. Sadovskaya //
Journal of Applied Mechanics and Technical Physics. – 2021. – Vol.
62. – No 5. – P. 851-860.
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3. Annin B.D., Sadovskii V.M., Petrakov I.E., Vlasov A.Yu. Strong
Bending of a Beam from a Fibrous Composite, Differently Resistant to
Tension and Compression / B.D. Annin, V.M. Sadovskii, I.E. Petrakov,
A.Yu. Vlasov // Journal of Siberian Federal Universit. Mathematics
and Physics. – 2019. – Vol. 12. – №5. – P. 533-542.

4. Sadovskii V.M., Sadovskaya O.V., Petrakov I.E. On the theory of
constitutive equations for composites with different resistance in
compression and tension / V.M. Sadovskii, O.V. Sadovskaya, I.E.
Petrakov // Composite Structures. – 2021. – Vol. 268. – P. 113921.

5. Petrakov I.E. Modeling the bending of a multilayer composite plate
with a rigid stamp / I.E. Petrakov // AIP Conference Proceedings. –
2022. – Vol. 2522. – P. 080004.

6. Petrakov I.E., Sadovskii V.M. Mathematical modeling of plane stress
state of a multilayer fibrous composite, differently resistant to tension
and compression / I.E. Petrakov, V.M. Sadovskii // AIP Conference
Proceedings : Application of Mathematics in Technical and Natural
Sciences: 12th International Conference for Promoting the Application
of Mathematics in Technical and Natural Sciences. – Albena: American
Institute of Physics Inc., 2020. – P. 090003.
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Глава 1. Математические модели
композитных материалов

1.1 Обзор методов моделирования композитных

материалов

Композитные материалы — это материалы, состоящие из двух или
более разнородных материалов и обладающие свойствами, отличными от
свойств исходных материалов. Помимо этого состав и распределение от-
дельных компонентов заранее известны, доля каждого компонента должна
быть не ниже некоторого значения и должна быть возможность установить
отчетливые границы, отделяющие исходные материалы [19; 30]. Несмотря
на неоднородность композитов в микромасштабе, в макромасштабе можно
рассматривать их как однородные материалы. Составляющие композитно-
го материала принято разделять на непрерывную фазу, которая называет-
ся матрицей, и на наполнитель или армирующую фазу. Причем в различ-
ных композитах один и тот же материал может играть роль матрицы или
нести армирующего материала [34].

Существуют различные подходы для классификации композитных
материалов [20]. По геометрической форме армирующих элементов мате-
риалы армирования можно разделить на нульмерные, одномерные и дву-
мерные. Нульмерным армирующим материалом называют частицы, раз-
меры которых составляют от 10−2 до 10 мкм. Одномерными элементами
называют волокна различного сечения. Размер сечения может составлять
от 10−1 до 102 мкм, а их длина на несколько порядков выше (1 − 102 мм).
Двумерный армирующий материал – это пластины, длина и ширина ко-
торых значительно больше толщины (1 − 102 мм длина и ширина, против
10 − 103 мкм толщины). По структуре материала выделяют дисперсноу-
прочненные, т.е. армированные нульмерным материалом, распределенным
по матрице равномерно в соответствии с объемной долей; волокнистые –
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армированные волокнами, которые могут располагаться как направленно,
так и хаотично; и слоистые. Под слоистыми композитными материалами
могут пониматься как материалы, армированные двумерными армирую-
щими элементами, так и композиты, состоящие из чередующихся слоев
волокнистых или дисперсноупрочненных композитных материалов.

Остановимся на волокнистых композитах подробнее. Классификация
волокнистых композитных материалов может проводиться по следующим
признакам: по распределению и ориентации волокон, по материалу матри-
цы и по способу производства. В зависимости от распределения волокон
композит, в макромасштабе, можно считать изотропным, если волокна в
нем распределены равномерно и хаотично направлено, и анизотропными
или ортотропными при направленном армировании. По материалу матри-
цы разделяют композиты с металлической матрицей, полимерной и кера-
мической. Основными же способами производства являются литье, спека-
ние, горячее прессование, диффузионная сварка и горячая штамповка.

В волокнистых композитах используются высокопрочные и высоко-
модульные волокна, которые воспринимают основные напряжения, возни-
кающие при действии внешних нагрузок. Более податливая матрица запол-
няет пространство между волокнами и обеспечивает совместную работу за
счет собственной жесткости и взаимодействия между матрицей и волок-
ном. Армирующее волокно должно удовлетворять требованиям по проч-
ности, жесткости, плотности, стабильности свойств в необходимом темпе-
ратурном интервале. При создании волокнистых композитов используют-
ся металлические проволоки; углеродные, стеклянные, борные и органиче-
ские волокна, которые могут иметь вид как отдельных моноволокон, так
и быть организованы в различные сетки, жгуты, ленты и т.п. Также важ-
ным требованием является совместимость волокон с материалом матрицы.
Под совместимостью понимается то, что при создании композита, на гра-
нице между матрицей и волокном возможно получить предел прочности
близкий к пределу прочности матрицы. Матрица в волокнистом компо-
зите обеспечивает монолитность композита, фиксирует форму изделия и
взаимное расположение волокон, распределяет действующие напряжения
по объёму материала, обеспечивая равномерную нагрузку на волокно. При-
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рода матрицы определяет уровень рабочих температур, характер измене-
ния свойств при воздействии атмосферных и других факторов. От выбо-
ра матрицы зависят термостойкость, сопротивление ударным нагрузкам и
усталости. В настоящее время используют термореактивные полимерные,
термопластичные полимерные и металлические матрицы.

До 1920-х годов в механике сплошных сред одной из основных ги-
потез была гипотеза об однородности сплошной среды, однако множество
материалов как природных, так и искусственных обладают неоднородной
структурой. Одним из первых подходов к моделированию структурно неод-
нородных сред являются методы осреднения или гомогенизации сред. Ос-
новой таких подходов могут служить работы Фойгта и Рейса [114; 131], в
которых предложено вычисление эффективных модулей упругости с помо-
щью правила механического смешивания.

Толчком к развитию композитных материалов стало создание одно-
направленного стеклопластика А.К. Буровым в конце 1930-х годов [26] и
создание углеродных волокон в Великобритании и США в начале 1960-х
годов [65]. Вследствие своей структуры, композитные материалы обладают
более сложным поведением, чем составляющие его компоненты, а модели-
рование всей микроструктуры композита является сложной задачей из-за
сложности описания структуры композита и отдельных армирующих эле-
ментов на микроуровне [90] и больших вычислительных мощностей [72].

Для композитов метод Фойгта и Рейса развивали Хашин [80], Хилл
[83;84] и др. [25], в работах которых оценки для эффективных модулей во-
локнистых и гранулированных композитов уточнялись с помощью вариа-
ционных методов. Дальнейшим расширением правила смесей стали работы
Оллера и др. [63;106;107], в которых были получены модели, объединяющие
теорию смесей и анизотропные упругопластические модели из механики
сплошных сред, а также современные работы по сужению оценок Фойгта –
Рейса для различных материалов [47]. Основу для развития механики ком-
позитных материалов заложил Ю.Н. Работнов вместе со своими учениками
(Б. Д. Аннин, Ю.В. Немировский и др.) [42]. Развитием метода гомогени-
зации стало построение усредненных моделей неоднородных тонкостенных
конструкций и трехмерных уравнений теории упругости для композитных
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материалов. В монографии [5] представлены результаты в области механи-
ки и вычислительной математики слоистых тонкостенных анизотропных
оболочек, а также неклассическая математическая модель нелинейного де-
формирования тонкостенных слоистых упругих композитных пластин и
оболочек, отражающих специфику их механического поведения в широкой
области изменения нагрузок, геометрических и механических параметров,
структур армирования. В монографиях Б.Д. Аннина, А.Л. Каламкарова и
др. [7] описаны методы определения механических и прочностных харак-
теристик различных типов композитов периодической структуры, а также
методы решения обратной задачи – определения структуры слоистых и во-
локнистых композитов, доставляющей им заранее заданные механические
характеристики.

Также развитием методов осреднения или гомогенизации стали ме-
тоды локального приближения. Эти методы основаны на замене краевой
задачи для произвольной или бесконечной области на краевую задачу для
области, представляющей собой определенный объемный элемент, соответ-
ствующий выбранному масштабу моделирования. Одним из подходов к
моделированию композитов является последовательное иерархическое мо-
делирование поведения материала от мелких до более крупных масшта-
бов [134]. К этому подходу относятся различные иерархические модели. Та-
кой модели посвящена работа [74], в которой вводятся три уровня масшта-
ба: микроскопический, на котором используется модель, основанная на диа-
грамме Вороного, макроскопический и масштаб, моделируемый с помощью
элемента представительного объема (RVE, representative volume element).
Размер RVE определялся согласно критерию Хилла-Мендела [83]: структу-
ра материала в единичном объеме должна быть однородна и этот объем со-
держит такое количество инородных включений, при котором зависимость
этих параметров от граничных условий можно опустить. В дальнейшем для
RVE были получены критерии для выбора масштаба, при котором допу-
стимо использование элемента [108] и для выбора размера элемента [57;82].
Использование RVE применительно к коротковолоконным композитам, па-
раметрическое исследование, включающее рассмотрение объемной доли во-
локна, положения волокон и геометрии упаковки волокна рассматривались
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в [135]. Другая работа рассматривает поведение однонаправленных волок-
нистых композитов используя RVE и быстрое преобразование Фурье [133].

Недостатками RVE считается требование периодичности материала и
невозможность учесть неоднородность материала на микроуровне. Преодо-
леть эти недостатки позволяет использование статистического объемного
элемента (SVE, statistical volume element) [77; 127], который может содер-
жать большое количество параметров среды, которые задаются согласно
заданным законам распределения. С помощью SVE в [137] показано ста-
тистическая связь между микроструктурой материала и эффективными
определяющими свойствами. В работе [76] исследована возможность ис-
пользования сферических SVE и проведено сравнение сферических эле-
ментов с кубическими. Исследование масштабов, при которых целесооб-
разно использовать SVE или переходить к RVE рассматривается в [69],
влияние размера элемента на решение рассматривается в [60] с исполь-
зованием метода Монте-Карло. Другим альтернативным RVE элементом,
учитывающим неоднородность и лучше представляющим реальную мик-
роструктуру материала является некоррелированный объемный элемент
(UVE, uncorellated volume element) [117]. UVE использовался для модели-
рования масштабов, при которых микроструктурные параметры в соседних
элементах перестают быть коррелированными.

Отдельным классом композитных материалов являются волокни-
стые композиты. Для волокнистых композитов также применяются методы
осреднения и оценки их параметров: модели Тандона-Венга, Халпина-Цая
и их модификации [73; 95; 125]. Сравнение некоторых моделей и экспери-
ментальных данных проводится в [59]. Волокнистые композиты являются
неоднородными анизотропными материалами. Выделяют два уровня неод-
нородности – микронеоднородность в пределах одного слоя, составленного
из волокон и связующего, обуславливается различиями свойств матрицы
и армирующих элементов, неравномерным распределением армирующих
элементов и т.д.; и макронеоднородность, в которую входят особенности
слоистой структуры и способы укладки слоев по толщине пакета. Одной
из работ по исследованию взаимосвязи микро- и макроструктуры явля-
ется работа [138] и упомянутая ранее работа [134]. Первая статья посвя-
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щена иерархическому конкурентному подходу к проектированию, который
позволил максимизировать собственную частоту конструкции. Для этого
авторы сформулировали общую задачу и связь между макроструктурой
и микроструктурой материала. Рассчитанные свойства материала приме-
нялись для анализа макроструктуры, в то время как поле перемещений
макроструктуры рассматривалось при анализе чувствительности на мик-
роуровне. Вторая статья посвящена виртуальному тестированию компози-
тов, армированных ориентированными короткими волокнами. Метод осно-
ван на получении иерархической восходящей характеристике коротковоло-
конного композита и связи механического поведения материалов и микро-
структур в крупном масштабе от более низкого масштаба. Авторы модели-
руют композит с микроскопической модели элементарной ячейки для оцен-
ки поперечных и сдвиговых свойств ориентированных. Затем используют
два типа мезомасштабных моделей с явным учетом прерывистости волокон
и возможных локальных смещений волокон для получения эффективных
свойств материла.

Важной особенностью волокнистых композитов является необходи-
мость учета структуры материала на уровне армирующих элементов. На-
пример, изменяя способ укладки волокон можно, в определенных преде-
лах, изменять сопротивление материала нагрузкам и тем самым проекти-
ровать материал для заранее обозначенных целей. Развитие данного под-
хода приводит к принципам оптимального проектирования композитного
материала. Рассмотрение задачи плоского о деформирования и разруше-
ния слоистого композита, динамического упругопластического деформи-
рования слоистых плит и задачи оптимального проектирования слоистых
конструкций рассматривается в работе Б. Д. Аннина [6]. Проектированию
композитных материалов и развитию подхода построения структурной ме-
ханики произвольных типов слоисто-волокнистых конструкций посвяще-
ны работы Ю.В.Немировского, С.К. Голушко, А.П. Вахмянина, С.Б. Буш-
манова и др [14; 16; 17]. В монографии [36] рассмотрены аналитические и
численные методы решения и приведены примеры расчетов наиболее важ-
ных элементов конструкций из волокнистых композитов. Н.А. Федоровой
развивается подход рационального армирования и в работе [35;49] решена
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задача рационального армирования семействами криволинейных волокон
осесимметричной кольцевой пластины.

Стоит отметить, что структурно-неоднородная среда гораздо разно-
образнее по возможным реакциям на процесс деформирования, чем од-
нородный материал. Так, например, в волокнистых композитах влияние
оказывают микродефекты в масштабах отдельных волокон, которые мо-
гут привести к отслоению армирующих элементов, разрыву волокон и, в
общем, более сложному процессу разрушения композитному материалу по
сравнению с однородными материалами. Для описания разрушения мате-
риала могут использоваться модели механики разрушения сплошной сре-
ды, описание которых приведены в работах Работнова Ю.Н. [43], Качанова
Л.М. [21] и др. [92]. В данных работах для описания композита как изо-
тропного или анизотропного материала используется феноменологический
подход. Этот подход также используется для моделирования повреждений
и прогнозирования снижения жесткости в квазихрупких материалах. Так
в работе [79] трехмерные критерии разрушения однонаправленных волок-
нистых композитов устанавливаются в терминах квадратичных полиномов
напряжений, которые выражаются через инварианты приложенного сред-
него напряжения. Полученные критерии позволяют описать четыре режи-
ма разрушения однонаправленного волокнистого композита. В другой ра-
боте [86] предложено феноменологическое условие разрушения ортотроп-
ных хрупких материалов. Оно содержит девять параметров материала и
может учитывать сильно различающиеся прочности на сжатие и растяже-
ние в разных направлениях. Они основываются на компонентах тензоров
напряжений и деформаций и описывают различные виды повреждений,
такие как возникновение микротрещин, разрыв волокон, отслоение воло-
кон и слоев композита, разрушение матрицы и др. Вследствие появления
большого количества различных критериев разрушения материалов были
описаны процессы проверки и сравнения различных теорий разрушения.
Например, работа [85] посвящена теории разрушения непрерывных поли-
мерных композитных материалов, армированных волокном. В этой работе
собраны рекомендации для описания теорий разрушения, непосредствен-
ное сравнение их прогностических возможностей друг с другом и экспе-
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риментальными данными. Непосредственное сравнение критериев разру-
шения приведено в работе [121]. В этой статье собраны воедино результа-
ты скоординированного исследования, известного как “World-Wide Failure
Exercise”, в ходе которого 12 ведущих теорий прогнозирования разруше-
ния слоистых композитов были проверены на основе экспериментальных
данных.

В работах [81; 93; 94; 103; 115; 119] потеря жесткости рассматривает-
ся как распределение микротрещин и микропустот и вводится феномено-
логический тензор повреждений, относящийся к указанным выше видам
разрушения. Предложены различные критерии разрушения для прогнози-
рования начала разрушения и развития повреждений в композитном ма-
териале [104;126;128].

Особенностью волокнистых композитов является то, что они прояв-
ляют различные свойства при растяжении и сжатии [3]. Помимо волокни-
стых композитов подобными свойствами могут обладать некоторые био-
гели, сплавы с памятью формы и мембранные конструкции [66; 88; 97]. В
работах Е.В. Ломакина [11; 98], Н.И. Деревянко [18], А.С. Кравчука [24]
и др. [22; 33; 78; 100] показано наличие свойства разномодульности у ком-
позитных материалов и то, что такие материалы как углепластики, стек-
лопластики, армированный лед и др. имеют несимметричные диаграммы
деформирования при одноосном нагружении.

Первыми работами по исследованию и моделированию разномодуль-
ных материалов являются работы С.А. Амбарцумяна, А.А. Хачатрян, Г.С.
Шапиро, Н.М. Матченко и др. [1;2;32;52]. Одной из основных работ в обла-
сти разномодульной теории упругости является монография С.А. Амбар-
цумяна [3], которая посвящена изложению общей теории упругости мате-
риалов, разносопротивляющихся растяжению и сжатию, и в которой также
рассматривается теория оболочек из разномодульного материала.

На основе этих работ разномодульная теория упругости получила
свое развитие в различных направлениях. Модификации определяющих
соотношений посвящены работы Берта [62], Джонса [89], Ломакина [27–29]
и др. [67; 110; 130]. Работы [116; 136] посвящены получению аналитических
решений. Для описания слоистых композитов может использоваться рас-
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ширение теории оболочек и пластин на многослойные материалы. На осно-
ве работ Строха [122;123] предложена модель, описывающая анизотропную
пластину с линейной упругостью [87]. Общий обзор разномодульной тео-
рии упругости и способы посттроения определяющих уравнений приведен
в работах И.Ю. Цвелодуба [50;51].

Помимо обратимого деформирования различное поведение материа-
лов при растяжении и сжатии также оказывает значительное влияние при
необратимых процессах деформирования таких как ползучесть. Модели-
рованию деформирования и исследованию ползучести в разномодульных
материалах посвящены работы А.А. Буренина и В.М. Ярушиной [13; 53].
Моделирование ползучести в металлических изделиях и в разносопротив-
ляющихся сплавах, а также особенности численных решений методом ко-
нечных элементов рассмотрены в работах А.И. Олейникова, С.Н. Коробей-
никова и К.С. Бормотина [39; 40]. В работе [23] предложен алгоритм чис-
ленного решения задач ползучести металлических изделий из материалов,
имеющих разные свойства при растяжении и сжатии. В работе рассмат-
риваются трехмерные задачи для численного решения которых использу-
ется метод конечных элементов с восьмиузловыми конечными элементами
с трилинейной аппроксимацией геометрии и перемещений по их значени-
ям в узловых точках элемента. Расчеты с учетом разного сопротивления
при кручении стержней и моделирование пластин учитывающее упрочне-
ние материала предаставлены в работах И.А. Банищиковой [8; 9].

Для улучшения устойчивости тканых композитов к повреждениям и
расслаиванию были разработаны многослойные структуры с трехмерной
архитектурой волокон, что привело к необходимости построения трехмер-
ной конечно-элементной модели для изучения характеристик этой новой
структуры. Для анализа таких структур методом конечных элементов бы-
ли предложены различные подходы. Например, в работе [124] авторы ис-
пользуя различные методы осреднения, предложили типы конечных эле-
ментов, позволяющие описать элементарные ячейки со сложной структу-
рой плетения. В работе [55] автор предлагает ввод в конечный элемент
дополнительных параметров, описывающих объем жгута в элементе и его
углы наклона. В другой работе [111] были предложены новые типы конеч-
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ных элементов для моделирования пластин, а также исследовано влияние
количества слоев и типов элементов для моделирования одной элементар-
ной ячейки. Также разработаны модели для использования в пакетах ко-
нечноэлементных расчетов Abaqus [56;112] и ANSYS [109].

1.2 Обобщенный реологический метод

Как уже отмечалось выше, важной особенностью композитных ма-
териалов является их различное поведение при растяжении и сжатии, т.е.
свойства разносопротивляемости и разнопрочности, и в случае моделиро-
вания композитных материалов данными свойствами нельзя пренебрегать.
Для этого применим обобщенный реологический метод.

Реология – это наука о деформациях и текучести вещества, изуча-
ющая свойства реальных тел [44]. Реология рассматривает действующие
на тело механические напряжения и вызываемые ими деформации, как
обратимые, так и остаточные. Реологический метод позволяет описывать
напряженное состояние сред с различными механическими свойствами. Он
позволяет строить математические модели, обладающие удовлетворитель-
ной точностью описания количественных характеристик и имеющие хоро-
шую математическую структуру [31]. Как правило, для моделей, получен-
ных с помощью реологического метода, могут быть исследованы вопросы
разрешимости основных краевых задач и достаточно просто строятся эф-
фективные алгоритмы численной реализации.

Напомним основные определения механики деформируемого твердо-
го тела и реологии. Основной задачей реологии является установление за-
висимости между механическими напряжениями 𝜎 и деформациями 𝜀, и
их изменениями во времени 𝑡.

Деформацией твердого тела называется изменение взаимного поло-
жения частиц тела, связанное с их перемещением друг относительно друга
за счет приложения усилия, при котором происходит изменение размеров
тела или его объема. В деформированном теле возникают упругие силы,
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которые уравновешивают внешние силы, вызывающие деформацию. Ме-
рой деформации может служить относительная деформация, равная 𝛿𝑙

𝑙 ,
где 𝛿𝑙 и 𝑙 – абсолютное изменение и первоначальное значение величины,
характеризующей форму или размер тела [48]. Простейшей деформацией
является одноосное растяжение или сжатие – увеличение или уменьшение
длины тела под действием внешней растягивающей или сжимающей силы.

Рисунок 1.1 — Схема упругой среды

В традиционном реологическом методе используются следующие рео-
логические элементы: упругая пружина, вязкий демпфер и пластический
шарнир, описывающая упругие, вязкие и пластические свойства матери-
ала соответственно. Уравнение 𝑓(𝜎, 𝜀, 𝑡) = 0 называется реологическим
уравнением состояния. Простейшими реологическими уравнениями состоя-
ния являются линейные соотношения между деформацией и напряжением.
Для линейных вязкоупругих сред деформации и скорости деформирования
также пропорциональны напряжениям, но связь между этими величинами
выражается не постоянными коэффициентами, а некоторыми функциями
времени. Это приводит к различным временным эффектам. К их числу
относятся ползучесть и релаксация. Для упругих тел реологическим урав-
нением состояния является закон Гука:

𝜎 = 𝐸𝜀,

которому соответствует реологическая схема, состоящая из одной упругой
пружины, изображенная на рисунке 1.1.

Поведение материала, которое объединяет в себе свойства упругости
и вязкости, называется вязкоупругим. Реологическая схема, соответству-
ющая такому поведению, состоит из пружин и демпферов. Простейшими
вязкоупругими моделями являются модели Максвелла и Кельвина-Фойгта.
Модели Максвелла соответствует схема изображена на рисунке 1.2. При
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𝜎

𝜎

Рисунок 1.2 — Модель Максвелла

постоянном напряжении, среда будет деформироваться с постоянной ско-
ростью, а при быстром нагружении 𝜎 = 𝜎0 в среде возникнет деформация
𝜎0/𝐸. Математическая зависимость между деформацией 𝜀 и напряжением
𝜎, характеризуется уравнением

𝑑𝜀

𝑑𝑡
=

1

𝐸

𝑑𝜎

𝑑𝑡
+

𝜎

𝜇
, (1.1)

где 𝜇 – коэффициент вязкости.

𝜎

𝜎

Рисунок 1.3 — Модель Кельвина-Фойгта

При параллельном соединении вязкого демпфера и упругой пружины
получается схема соответствующая модели Кельвина-Фойгта. Уравнение
связывающее деформации и напряжения в модели Кельвина-Фойгта имеет
следующий вид:

𝜎 = 𝐸𝜀 + 𝜇
𝑑𝜀

𝑑𝑡
, (1.2)

а реологическая схема изображена на рисунке 1.3.
Реологический метод также является основой феноменологическо-

го подхода к описанию напряженно-деформированного состояния сред со
сложными механическими свойствами, но поскольку традиционные рео-
логические элементы (пружина, вязкий демпфер, пластический шарнир)



24

не способны описать различное сопротивление среды растяжению и сжа-
тию или учесть разные пределы прочности. В работе [45] В.М. Садовский
предлагает использование жесткого контакта. На рисунке 1.4 изображено
обозначение жесткого контакта в реологической схеме. Данному элементу
соответствует сыпучая среда с абсолютно жесткими частицами: при растя-
жении частицы не контактируют между собой и напряжение в среде равно
нулю, а при сжатии напряжения могут быть произвольными, но деформа-
ция равна нулю.

𝜎

𝜎

Рисунок 1.4 — Жесткий контакт

Выпишем определяющие соотношения для данного элемента:

𝜎 ≤ 0, 𝜀 ≥ 0, 𝜎𝜀 = 0. (1.3)

Эти неравенства исключают растягивающие напряжения и сжимающие де-
формации, а из условия дополнительности следует, что одна из величин
(напряжение или деформация) равна нулю.

Можно заметить, что определяющие соотношения (1.4) не являются
механически корректными и не позволяют определить деформацию по за-
данному напряжению, и наоборот, напряжение по заданной деформации.
Эту некорректность устраним далее при построении реологической схемы
волокнистого композита.

Покажем, что система (1.3) может быть приведена к двум эквива-
лентным между собой вариационным неравенствам [45]:

𝜎(𝜀− 𝜀) ≤ 0, 𝜀,𝜀 ≥ 0; (�̃� − 𝜎)𝜀 ≤ 0, 𝜎,�̃� ≤ 0. (1.4)

Пусть для 𝜎 и 𝜀 выполняются соотношения (1.3). Рассмотрим два случая:
𝜎 < 0, 𝜀 = 0 и 𝜎 = 0, 𝜀 ≥ 0. В первом случае (�̃� − 𝜎)𝜀 = 0, a 𝜎(𝜀 −
𝜀) ≤ 0 поскольку 𝜎𝜀 ≤ 0. Во втором случае 𝜎(𝜀 − 𝜀) = 0, а (�̃� − 𝜎)𝜀 ≤ 0

поскольку �̃�𝜀 ≥ 0. Обратно, если выполняются неравенства (1.10), то в
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силу произвольности вариаций деформации и напряжения либо 𝜎 = 0,
либо 𝜀 = 0.

Определяющие соотношения для среды с абсолютно жесткими части-
цами также могут быть представлены следующим соотношением:

𝜎 ∈ 𝜕Φ(𝜀), (1.5)

где Φ(𝜀) – потенциал напряжений, который в данном случае равен инди-
каторной функции конуса 𝐶 = { 𝜀 | 𝜀 ≥ 0 }:

𝛿𝐶(𝜀) =

⎧⎨⎩0, если 𝜀 ∈ 𝐶,

+∞, если 𝜀 /∈ 𝐶.
(1.6)

Потенциал деформаций Ψ(𝜎) является индикаторной функцией ко-
нуса 𝐾 = {𝜎 |𝜎 ≤ 0 }:

𝛿𝐾(𝜎) =

⎧⎨⎩0, если 𝜎 ∈ 𝐾,

+∞, если 𝜎 /∈ 𝐾,
(1.7)

с включением
𝜀 ∈ 𝜕Ψ(𝜎). (1.8)

Для моделирования волокнистого композита более податливого при
сжатии и жесткой при растяжении требуется использование жесткого кон-
такта с обратным включением в реологическую схему. Такое включение
жесткого контакта соответствует поведению гибкой нерастяжимой нити,
которая не сопротивляется сжатию и не деформируется при растяжении.
Реологическая схема показана на рисунке 1.5, а определяющие соотноше-
ния при одноосном растяжении-сжатии совпадают с соотношениями, опи-
сывающими прямое включение с точностью до перемены знаков:

𝜎 ≥ 0, 𝜀 ≤ 0, 𝜎𝜀 = 0. (1.9)
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×
×

𝜎

𝜎

−𝜎

−𝜎

Рисунок 1.5 — Жесткий контакт с обратным включением

Запишем вариационные неравенства для обратного включения жест-
кого контакта аналогичные (1.4):

𝜎(𝜀− 𝜀) ≥ 0, 𝜀,𝜀 ≤ 0; (𝜎 − �̃�)𝜀 ≥ 0, 𝜎,�̃� ≥ 0. (1.10)

Покажем, что из (1.9) следует (1.10). Также рассмотрим два случая: 𝜎 >

0, 𝜀 = 0 и 𝜎 = 0, 𝜀 ≤ 0. В первом случае (𝜎 − �̃�)𝜀 = 0, a 𝜎(𝜀 − 𝜀) ≥ 0

поскольку 𝜎(−𝜀) ≥ 0. Во втором случае 𝜎(𝜀 − 𝜀) = 0, а (𝜎 − �̃�)𝜀 ≥ 0

поскольку −�̃�𝜀 ≥ 0. Обратно, если выполняются неравенства (1.10), то
в силу произвольности вариаций деформации и напряжения либо 𝜎 = 0,
либо 𝜀 = 0.

Определяющие уравнения напряженно-деформированного состояния
упругих композитов в терминах конечных линейных или нелинейных соот-
ношений между тензорами напряжений 𝜎 и деформаций 𝜀 должны иметь
потенциальное представление:

𝜎 =
𝜕Φ(𝜀)

𝜕𝜀
, 𝜀 =

𝜕Ψ(𝜎)

𝜕𝜎
. (1.11)

здесь Φ и Ψ – это упругие потенциалы напряжений и деформаций, связан-
ные между собой через преобразование Юнга:

Ψ(𝜎) = sup
𝜀

(𝜎 : 𝜀− Φ(𝜀)), (1.12)

Φ(𝜀) = sup
𝜎

(𝜎 : 𝜀− Ψ(𝜎)), (1.13)

где двоеточие обозначает двойную свертку тензоров.
Рассмотрим реологическую схему, описывающую поведение волокни-

стого композита. Будем предполагать, что в рассматриваемом диапазоне
деформаций волокна не проскальзывают относительно матрицы и вслед-
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ствие своих свойств и размеров не влияют на свойства композита при сжа-
тии. В таком случае напряженно-деформированное состояние при сжатии
описывается только модулями упругости матрицы, а при растяжении ком-
позит приобретает дополнительную жесткость за счет жесткости волокон.
Такому поведению будет соответствовать схема, приведенная на рисунке
1.6, где 𝜎 — тензор действительных напряжений, 𝜎′ — тензор дополнитель-
ных напряжений, 𝑎 — тензор модулей упругости при сжатии, 𝑏 — тензор
дополнительных модулей при растяжении.

×

×

× ×

×

𝜎

𝜎

𝑎 𝑏

𝜎 − 𝜎′

𝜎 − 𝜎′ 𝜎′ 𝜎′

𝜎′

Рисунок 1.6 — Реологическая схема волокнистого композита

Рассмотрим случай одноосного растяжения-сжатия. Жесткий кон-
такт сжимается (−𝜎′ < 0) при растягивающем напряжении 𝜎 > 0. При
сжимающем напряжении 𝜎 < 0 жесткие контактные пластины раздвига-
ются, поэтому напряжение 𝜎′ оказывается равным нулю. Сопротивление
сжатию материала полностью определяется модулем упругости 𝑎, соот-
ветствующего матрице композита. При растяжении оба упругих элемента
деформируются. Модуль упругости 𝑏 характеризует дополнительное сопро-
тивление растяжению, обусловленное действием волокон.

Получим определяющие уравнения общего вида, исходя из реологи-
ческой схемы, изображенной на рисунке 1.6. Для тензора действительных
напряжений 𝜎, тензора дополнительных напряжений 𝜎′ и тензора собствен-
ных деформаций жесткого контакта 𝜀′ выполняются следующие уравнения:

𝜎 − 𝜎′ = 𝑎 : 𝜀, 𝜎′ = 𝑏 : (𝜀− 𝜀′). (1.14)
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Для жесткого контакта вариационное неравенство примет следующий вид:

𝜎′ : 𝛿𝜀′ ≤ 0, 𝜀′, 𝜀′ + 𝛿𝜀′ ∈ 𝐶, (1.15)

где 𝛿𝜀′ – произвольная допустимая вариация тензора деформаций 𝜀′, 𝐶 –
конус в пространстве деформаций, который строится исходя из направле-
ний волокон армирования. Конус строится в виде объединения полупро-
странств пространства деформаций, определяемых направлениями воло-
кон армирования и включает в себя все возможные деформированные со-
стояния, при которых волокна не растягиваются. Для однонаправленного
волокнистого композита с направлением укладки волокон 𝑛 конус 𝐶 равен:

𝐶 = {𝜀 |𝑛 · 𝜀 · 𝑛 ≤ 0}. (1.16)

В случае двухслойного композита с двумя направлениями армирования 𝑛

и 𝜏 :
𝐶 = {𝜀 |𝑛 · 𝜀 · 𝑛 ≤ 0, 𝜏 |𝑛 · 𝜏 · 𝑛 ≤ 0}. (1.17)

Подставив (1.14) в (1.15) получим вариационное неравенство

(𝜀′ − 𝜀) : 𝑏 : 𝛿𝜀′ ≥ 0, (1.18)

которое показывает, что тензор 𝜀′ является проекцией тензора 𝜀 на конус
𝐶 по норме |𝜀| =

√
𝜀 : 𝑏 : 𝜀. Обозначив проекцию как Π(𝜀), получим опре-

деляющее уравнение общего вида:

𝜎 = 𝑎 : 𝜀 + 𝑏 : (𝜀− Π(𝜀)). (1.19)

Если деформация принадлежит конусу 𝐶, т.е. волокна армирования не
растягиваются, то Π(𝜀) = 𝜀 и уравнение (1.19) превращается в уравнение
линейной теории упругости 𝜎 = 𝑎 : 𝜀. Если Π(𝜀) = 0, то уравнение (1.19)
принимает вид 𝜎 = (𝑎 + 𝑏) и учитывает повышение жесткости композита
за счет растяжения волокон.
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Покажем, что определяющее уравнение (1.19) представимо в потен-
циальной форме со следующим потенциалом напряжений:

Φ(𝜀) =
1

2
𝜀 : 𝑎 : 𝜀 +

1

2
(𝜀− Π(𝜀))2. (1.20)

Согласно формуле дифференцирования для оператора проектора [45]

𝜕

𝜕𝜀
(𝜀− Π(𝜀))2 = 2𝑏 : (𝜀− Π(𝜀)),

следовательно
𝜕Φ(𝜀)

𝜕𝜀
= 𝑎 : 𝜀 + 𝑏 : (𝜀− Π(𝜀)),

что в точности равно (1.19). Выпишем потенциал деформаций, получить
который можно с помощью преобразования двойственности:

Ψ(𝜎) =
1

2
𝜎 : 𝑎−1 : 𝜎 − 1

2
‖𝜋(�̄�)‖2,

где 𝜋(�̄�) – проекция тензора условных напряжений �̄� на конус, сопряжен-
ный к конусу 𝐶 по норме ‖𝜎‖2 = 𝜎 : (𝑎−1 + 𝑏−1) : 𝜎.

Существование потенциалов является существенным преимуществом
обобщенного реологического метода построения определяющих уравне-
ний, поскольку это гарантирует термодинамическую корректность полу-
ченных уравнений. Полученные определяющие уравнения позволяют полу-
чать устойчивые вычислительные процедуры для решения краевых задач
квазистатического состояния и динамического деформирования волокни-
стых композитов, по-разному сопротивляющихся растяжению и сжатию.

1.3 Выводы по главе 1

Данная глава посвящена обзору моделей композитных материалов.
Анализ литературы показывает, что построение определяющих уравнений
для волокнистых композитов с различным сопротивлением сжатию и рас-



30

тяжению относится к проблемам, не решенным как в прикладном, так и
в теоретическом плане. Особенность этой задачи состоит в том, что опре-
деляющие уравнения должны адекватно описывать имеющиеся экспери-
ментальные данные по сжатию и растяжению образцов, а также должны
быть представимы в потенциальном виде, таким образом гарантируя вы-
полнение фундаментальных принципов термодинамики. В разделе 1.2 опи-
сан обобщенный реологический метод, который был разработан ранее для
описания разнопрочных и зернистых сред. Применение обобщенного рео-
логического метода к композитам позволяет строить определяющие урав-
нения, удовлетворяющие требуемым критериям и приводит к простым ма-
тематическим моделям, способным к эффективной численной реализации
на основе метода конечных элементов.
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Глава 2. Сильный изгиб балки

2.1 Уточненное уравнение Эйлера

В классической механике широко известна задача о стационарных
профилях упругой балки. Эту задачу впервые рассмотрел Леонард Эйлер
и описал возможные стационарные профили, которые впоследствии назва-
ли эластиками Эйлера. Для получения классического уравнения эластики
Эйлера, описывающего плоский изгиб тонкой гибкой балки прямоугольно-
го сечения при произвольном прогибе, воспользуемся вариационным прин-
ципом Лагранжа. В соответствии с этим принципом состояние равновесия
балки минимизирует на множестве вариаций, согласованных с главными
краевыми условиями, интегральный функционал упругой энергии

𝐽(𝑥,𝑦,𝜃) =

𝑙∫︁
0

(︂
1

2
𝐷(𝑠)| 𝜃′|2 − 𝜇𝑔𝑦

)︂
𝑑𝑠− 𝐹𝑥 𝑥(𝑙) − 𝐹𝑦 𝑦(𝑙) −𝑀 𝜃(𝑙). (2.1)

Здесь 𝑙 – длина балки; 𝜇 – погонная масса; 𝑔 – ускорение свободного паде-
ния; 𝐹𝑥 и 𝐹𝑦 – проекции вектора изгибающей силы, приложенной к правому
концу: 𝐹𝑥 = 𝐹 cos𝛼, 𝐹𝑦 = 𝐹 sin𝛼; 𝑀 – изгибающий момент; 𝐷 – изгибная
жесткость, зависящая, вообще говоря, от длины дуги 𝑠, где штрих озна-
чает производную по 𝑠. Для простоты левый конец балки будем считать
закрепленным. Угол наклона 𝜃(𝑠) оси балки и координаты 𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠) точки
на оси не являются независимыми функциями. Они удовлетворяют геомет-
рическим ограничениям:

𝑥′ = cos 𝜃, 𝑦′ = sin 𝜃. (2.2)

Сформулируем граничные условия в следующем виде:

𝜃(0) = 𝑥(0) = 𝑦(0) = 0,
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означающие, что левый конец балки жестко закреплен. Это главные усло-
вия вариационной задачи, которым подчиняются варьируемые функции.
Естественные граничные условия на правом конце получим в результате
минимизации интеграла.

В основе рассматриваемой математической модели лежит предполо-
жение о том, что при сильном изгибе балки углы поворота линейных эле-
ментов конечные, а деформации малые, поэтому в соответствии с законом
Гука изгибающий момент пропорционален кривизне: 𝑚 = 𝐷æ (æ = 𝜃′).
Таким образом, вариационный принцип (2.1) соответствует физически ли-
нейной, но геометрически нелинейной модели изгиба гибкой балки.

Задача условной минимизации (2.1), (2.2) эквивалентна задаче о без-
условном минимуме лагранжиана

𝐿(𝑥,𝑦,𝜃) = 𝐽(𝑥,𝑦,𝜃) −
𝑙∫︁

0

𝜆𝑥 (𝑥′ − cos 𝜃)𝑑𝑠−
𝑙∫︁

0

𝜆𝑦 (𝑦′ − sin 𝜃)𝑑𝑠, (2.3)

где 𝜆𝑥(𝑠), 𝜆𝑦(𝑠) – множители Лагранжа, соответствующие ограничениям
(2.2). Варьируя функционал (2.3) по трем независимым аргументам, полу-
чим следующие уравнения:

(︀
𝐷(𝑠) 𝜃′

)︀′
= −𝜆𝑥 sin 𝜃 + 𝜆𝑦 cos 𝜃, 𝜆′

𝑥 = 0, 𝜆′
𝑦 = 𝜇𝑔

и граничные условия на правом конце:

𝐷(𝑙) 𝜃′(𝑙) = 𝑀, 𝜆𝑥(𝑙) = −𝐹𝑥, 𝜆𝑦(𝑙) = −𝐹𝑦.

Отсюда следует, что угол наклона оси балки является решением краевой
задачи для дифференциального уравнения второго порядка

(︀
𝐷(𝑠) 𝜃′

)︀′
= 𝐹 sin(𝜃−𝛼)+𝜇𝑔 (𝑠−𝑙) cos 𝜃, 𝜃(0) = 0, 𝐷(𝑙) 𝜃′(𝑙) = 𝑀. (2.4)

Форма упругой линии определяется через решение задачи (2.3) по уравне-
ниям (2.2) с учетом граничных условий на левом конце.
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Рассмотрим балку, изготовленную из однонаправленного волокнисто-
го композита, с волокнами, расположенными вдоль балки. При изгибе бал-
ки деформация волокна по толщине распределяется линейно относительно
некоторой линии в которой отсутствуют деформации. Найдем положение
этой линии. Запишем выражение для деформации при изгибе балки:

𝜀 =
(𝑅 + 𝑧)𝑑𝜑−𝑅𝑑𝜑

𝑅𝑑𝜑
=

𝑧

𝑅
. (2.5)

В линейном приближении (2.5) примет вид

𝜀 = −𝑧𝑤′′, (2.6)

где 𝑤(𝑥) — прогиб балки. Так как модули Юнга при растяжении 𝐸+ и
при сжатии 𝐸− различны, то для напряжения 𝜎 справедливо следующее
выражение:

𝜎 =

⎧⎨⎩−𝑧𝑤′′𝐸+, 𝑧 ≥ 0;

−𝑧𝑤′′𝐸−, 𝑧 < 0.
(2.7)

Из условия равенства нулю продольных усилий находим

ℎ+∫︁
0

𝜎𝑑𝑧 +

0∫︁
−ℎ−

𝜎𝑑𝑧 = 0, (2.8)

откуда следует, что:
𝐸+ℎ2

+ = 𝐸−ℎ2
−, (2.9)

где ℎ+ и ℎ− — толщина растягиваемой и сжимаемой части балки, а ℎ+ +

ℎ− = ℎ — суммарная толщина балки. Из (2.9) получим

ℎ− =

√︂
𝐸+

𝐸−ℎ+, ℎ+

(︃
1 +

√︂
𝐸+

𝐸−

)︃
= ℎ. (2.10)

Отсюда

ℎ+ =

√
𝐸−ℎ√

𝐸− +
√
𝐸+

, ℎ− =

√
𝐸+ℎ√

𝐸− +
√
𝐸+

. (2.11)
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Заметим, что эти толщины не зависят от кривизны балки, то есть от коор-
динаты 𝑥.

Для момента справедливо выражение:

𝑀 =

ℎ+∫︁
0

𝜎𝑧𝑑𝑧 +

0∫︁
−ℎ−

𝜎𝑧𝑑𝑧 = −𝐷𝜔′′, (2.12)

где 𝐷 — изгибная жесткость балки. Вынеся за скобки функцию изгиба,
получим

𝐷 =
𝐸+ℎ3

+

3
+

𝐸−ℎ3
−

3
. (2.13)

2.2 Нейтральная линия в балке

Рассмотрим неоднородную по толщине балку. Пусть балка состоит
из 𝑛 слоев с известными модулями упругости для сжатия и растяжения.
Слои абсолютно жестко связаны друг с другом и представляют из себя од-
нонаправленный волокнистый композит. Покажем существование и един-
ственность нейтральной линии. Пусть нейтральная линия проходит через
𝑧0 ∈ [0, ℎ]. Рассмотрим напряжение в произвольном сечении балки:

𝜎(𝑧) =

⎧⎨⎩𝐸+(𝑧)𝜀(𝑧), если 𝑧 ≥ 𝑧0,

𝐸−(𝑧)𝜀(𝑧), если 𝑧 < 𝑧0.
(2.14)

Деформация в точке 𝑧 равна

𝜀(𝑧) =
𝑧 − 𝑧0
𝑅

.

Поскольку балка находится в статическом состоянии, продольные усилия
равны нулю. Введем в рассмотрение функцию 𝑓(𝑧0) равную интегралу на-
пряжений по толщине балки в зависимости от расположения нейтральной
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линии:

𝑓(𝑧0) =

ℎ∫︁
0

𝜎(𝑧)𝑑𝑧 =

𝑧0∫︁
0

𝐸−𝑧 − 𝑧0
𝑅

𝑑𝑧 +

ℎ∫︁
𝑧0

𝐸+𝑧 − 𝑧0
𝑅

𝑑𝑧. (2.15)

Покажем, что данная функция имеет единственное нулевое значение на
отрезке [0;ℎ].

𝑓(0) =

ℎ∫︁
0

𝐸+ 𝑧

𝑅
𝑑𝑧 = 𝐸+ ℎ2

2𝑅
> 0, (2.16)

𝑓(ℎ) =

ℎ∫︁
0

𝐸−𝑧 − ℎ

𝑅
𝑑𝑧 = −𝐸− ℎ2

2𝑅
< 0, (2.17)

𝑓 ′(𝑧0) =

(︂
−𝐸−

2𝑅
𝑧20 +

𝐸+

2𝑅
(𝑧0 − ℎ)2

)︂′
= −𝐸−

𝑅
𝑧0 +

𝐸+

𝑅
(𝑧0 − ℎ) < 0. (2.18)

Функция на концах отрезка принимает значения разных знаков, произ-
водная функции меньше нуля на всем отрезке и функция монотонно убы-
вает на [0;ℎ], следовательно, 𝑓(𝑧0) принимает нулевое значение в един-
ственной точке на [0;ℎ]. Так выражения (2.16)-(2.18) показывают, что при
𝐸+ > 𝐸− > 0 возможно единственное расположение нейтральной линии.

Теперь найдем положение нейтральной линии в многослойной балке.
Для каждого слоя определим границы слоя (𝑧𝑖−1, 𝑧𝑖) и модули упругости
𝐸+

𝑖 , 𝐸−
𝑖 , 𝑖 = 1 . . . 𝑛. Пусть нейтральная линия находится в 𝑘-том слое, тогда

выражение для продольных усилий примет следующий вид:

𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝐸−
𝑖

𝑧𝑖∫︁
𝑧𝑖−1

(𝑧 − 𝑧0) 𝑑𝑧 + 𝐸−
𝑘

𝑧0∫︁
𝑧𝑘−1

(𝑧 − 𝑧0) 𝑑𝑧+

+ 𝐸+
𝑘

𝑧𝑘∫︁
𝑧0

(𝑧 − 𝑧0) 𝑑𝑧 +
𝑛∑︁

𝑖=𝑘+1

𝐸+
𝑖

𝑧𝑖∫︁
𝑧𝑖−1

(𝑧 − 𝑧0) 𝑑𝑧 = 0.
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Проинтегрируем каждое слагаемое по отдельности:

𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝐸−
𝑖

𝑧𝑖∫︁
𝑧𝑖−1

(𝑧 − 𝑧0) 𝑑𝑧 =
𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝐸−
𝑖

(︂
𝑧2𝑖 − 𝑧2𝑖−1

2
− 𝑧0(𝑧𝑖 − 𝑧𝑖−1)

)︂
,

𝐸−
𝑘

𝑧0∫︁
𝑧𝑘−1

(𝑧 − 𝑧0) 𝑑𝑧 = 𝐸−
𝑘

(︂
−𝑧20

2
−

𝑧2𝑘−1

2
+ 𝑧0𝑧𝑘−1

)︂
,

𝐸+
𝑘

𝑧𝑘∫︁
𝑧0

(𝑧 − 𝑧0) 𝑑𝑧 = 𝐸+
𝑘

(︂
𝑧20
2

+
𝑧2𝑘
2
− 𝑧0𝑧𝑘

)︂
,

𝑛∑︁
𝑖=𝑘+1

𝐸+
𝑖

𝑧𝑖∫︁
𝑧𝑖−1

(𝑧 − 𝑧0) 𝑑𝑧 =
𝑛∑︁

𝑖=𝑘+1

𝐸+
𝑖

(︂
𝑧2𝑖 − 𝑧2𝑖−1

2
− 𝑧0(𝑧𝑖 − 𝑧𝑖−1)

)︂
.

Полученное выражение является квадратным уравнением относительно 𝑧0:
𝑎𝑘𝑧

2
0 + 𝑏𝑘𝑧0 + 𝑐𝑘 = 0, где

𝑎𝑘 =
−𝐸−

𝑘 + 𝐸+
𝑘

2
,

𝑏𝑘 =
𝑘−1∑︁
𝑖=1

−𝐸−
𝑖 (𝑧𝑖 − 𝑧𝑖−1) + 𝐸−

𝑘 𝑧𝑘−1 − 𝐸+
𝑘 𝑧𝑘 +

𝑛∑︁
𝑖=𝑘+1

−𝐸+
𝑖 (𝑧𝑖 − 𝑧𝑖−1),

𝑐𝑘 =
𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝐸−
𝑖

(︂
𝑧2𝑖 − 𝑧2𝑖−1

2

)︂
− 𝐸−

𝑘

𝑧2𝑘−1

2
+ 𝐸+

𝑘

𝑧2𝑘
2

+
𝑛∑︁

𝑖=𝑘+1

𝐸+
𝑖

(︂
𝑧2𝑖 − 𝑧2𝑖−1

2

)︂
.

Из доказанного выше следует, что только для одного 𝑘 уравнение будет
иметь решение принадлежащее отрезку [0;ℎ]. Таким образом, для всех 𝑛

существует единственное 𝑘, при котором решение

𝑧0 =
−𝑏𝑘 ±

√︀
𝑏2𝑘 − 4𝑎𝑐

2𝑎𝑘

принадлежит отрезку [0;ℎ].
Теперь найдем максимальную жесткость балки, которую можно полу-

чить при перестановке слоев волокнистого композита. Пусть балка состоит
из 𝑛 слоев и для каждого слоя заданы его границы (𝑧𝑖, 𝑧𝑖+1), а также модули
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упругости 𝐸+ и 𝐸−. Для каждой возможной перестановки слоев определим
положение нейтральной линии 𝑧0 и номер слоя 𝑘, в котором она находится.
Зная положение нейтральной линии вычислим изгибную жесткость балки
по формуле:

𝐷 =

𝑧0∫︁
0

𝐸−𝑧2 𝑑𝑧 +

ℎ∫︁
𝑧0

𝐸+𝑧2 𝑑𝑧.

Проинтегрировав по каждому слою отдельно получим следующее выраже-
ние:

𝐷 =
𝑘∑︁

𝑖=1

𝐸−
𝑖

(𝑧𝑖+1 − 𝑧𝑖)
3

3
+𝐸−

𝑘

(𝑧0 − 𝑧𝑘)
3

3
+𝐸+

𝑘

(𝑧𝑘+1 − 𝑧0)
3

3
+

𝑛∑︁
𝑖=𝑘+1

𝐸+
𝑖

(𝑧𝑖+1 − 𝑧𝑖)
3

3
.

Таблица 2.1
Характеристики отдельных слоев

Слой 𝐸+,ГПа 𝐸−,ГПа
1 80 40
2 100 50
3 120 60
4 140 70
5 160 80
6 180 90
7 80 64
8 100 80
9 120 96
10 140 112
11 160 128
12 180 144

Для демонстрации работы программы была решена модельная зада-
ча по нахождению максимальной изгибной жесткости, получаемой путем
перестановки слоев из композита с различными характеристиками. Рас-
сматривались слои толщиной 1 мм, для которых в таблице 2.1 перечислены
модули Юнга при растяжении и сжатии.

В 2.2 приведены результаты вычислительных экспериментов по на-
хождению положения нейтральной линии при изгибе балки, состоящей из
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Таблица 2.2
Максимальная расчетная жесткость

Слои Порядок слоев Изгибная жесткость
1,2,3,4,5,6 (1, 2, 3, 4, 5, 6) 0.18

7,8,9,10,11,12 (11, 9, 8, 12, 10, 7) 0.23
4,5,6,10,11,12 (12, 11, 10, 6, 5, 4) 0.27

1,2,3,7,8,9 (9, 8, 7, 3, 2, 1) 0.17

слоев различных композитных материалов: для каждого из наборов слоев
получено максимально возможное значение изгибной жесткости 𝐷 и соот-
ветствующий этому значению порядок слоев.

2.3 Обратная коэффициентная задача

Для того чтобы показать необходимость учета различного сопротив-
ления растяжению и сжатию решим обратную задачу по определению мо-
дуля упругости волокнистого композитного материала при сжатии, считая,
что модуль упругости композита при растяжении известен из физического
эксперимента. Один из надежных способов определения модуля упругости
при сжатии связан с задачей сильного изгиба тонкой длинной балки. Со-
поставляя расчетные данные с измеренным прогибом балки, можно подо-
брать наиболее подходящее значение жесткости балки на изгиб, что позво-
ляет однозначно определить искомый модуль упругости при сжатии. Этот
метод был использован для анализа разносопротивляемости углепластиков
— волокнистых композитов на основе эпоксидной матрицы с углеродными
волокнами, применяемых в аэрокосмической промышленности.

Была проведена серия экспериментов [58] для получения изображе-
ний консольно закрепленной балки изогнутой под действием груза на сво-
бодном конце. Полученные фотографии обрабатывались для получения
плоской проекции, после чего положение балки оцифровывалось. Данные
о прогибе по длине балки использовались при решении обратной задачи
определения изгибной жесткости 𝐷 (жесткость считалась постоянной) по



39

методу наименьших квадратов. С помощью встроенных функций Matlab
была решена задача минимизации среднеквадратичного отклонения:

𝛿2 =
𝑚∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝑦(𝑥𝑘) − 𝑦𝑘

⃒⃒2 → min
𝐷

!

Здесь 𝑦(𝑥𝑘) – расчетные значения прогиба балки в заданной системе точек
по горизонтальной оси 𝑥1,𝑥2,...,𝑥𝑚; 𝑦𝑘 – измеренные (оцифрованные) зна-
чения прогиба в этих же точках. Прямое решение задачи проводилось на
основе уравнения эластики Эйлера:

(𝐷𝜃′)
′
= 𝐹 𝑠𝑖𝑛(𝜃 − 𝛼) + 𝜇𝑔(𝑠− 𝑙) 𝑐𝑜𝑠 𝜃 (2.19)

с граничными условиями

𝜃(0) = 0, 𝐷(𝑙)𝜃′(𝑙) = 𝑀. (2.20)

Здесь 𝑙 – длина балки; 𝜇 – погонная масса; 𝑔 – ускорение свободного паде-
ния; 𝐹 – модуль вектора изгибающей силы, приложенной к правому концу,
𝑀 – изгибающий момент; 𝐷 – изгибная жесткость, где штрих означает
производную по 𝑠, 𝑥′ = cos 𝜃, 𝑦′ = sin 𝜃, 𝑥(0) = 𝑦(0) = 0.

При решении краевой задачи (2.19), (2.20) предполагалось, что изгиб-
ная жесткость 𝐷 произвольная, но одинаковая по всей длине балки. Для
численного решения краевой задачи была использована разностная схе-
ма второго порядка точности. Введем вдоль оси балки равномерную сетку
𝑠𝑗 = (𝑗 + 1/2)∆𝑠 из 𝑛 узлов с шагом ∆𝑠 = 𝑙/(𝑛−0.5). Приблизим нелиней-
ную правую часть уравнения с помощью одной итерации метода Ньютона.
В качестве начального приближения возьмем безизгибное состояние бал-
ки с узловыми значениями угла наклона 𝜃𝑗 = 0 или изгибное состояние
с линейным распределением угла вдоль оси балки. Новое приближение 𝜃𝑗

определим через предыдущее 𝜃𝑗 из системы линеаризованных уравнений
(𝑗 = 1,...,𝑛− 1):

𝐷𝑗+1/2(𝜃
𝑗+1 − 𝜃𝑗) −𝐷𝑗−1/2(𝜃

𝑗 − 𝜃𝑗−1) = 𝐶𝑗

(︀
𝑓(𝜃𝑗) + (𝜃𝑗 − 𝜃𝑗) 𝑓1(𝜃𝑗)

)︀
𝑑𝑠2+
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+𝜇𝑔(𝑠𝑗 − 𝑙)
(︀
cos 𝜃𝑗 − (𝜃𝑗 − 𝜃𝑗) sin 𝜃𝑗

)︀
𝑑𝑠2,

где 𝑓(𝜃) — правая часть уравнения (2.19), 𝑓1 — первая производная от 𝑓

по 𝜃. В совокупности с граничными условиями

𝜃0 = 0, 𝐷𝑛+1/2

(︀
𝜃𝑛+1 − 𝜃𝑛

)︀
= 𝑀 ∆𝑠

эта система была решена методом трехдиагональной прогонки. В качестве
критерия останова было использовано условие max |𝜃𝑗 − 𝜃𝑗| ≤ 𝜀max |𝜃𝑗|,
в котором 𝜀 – заданная погрешность вычислений. Согласно расчетам, из-
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Рисунок 2.1 — Изгибное состояние балки

гибная жесткость, минимизирующая среднеквадратичное отклонение по
системе из 𝑚 = 30 равноотстоящих точек, для рассматриваемой балки
равна 𝐷 = 0.0288 Н ·м2. Сравнение упругой линии, полученной после рас-
четов, с результатами измерений изображено на рисунке 2.1.

При расчетах изгиба выбиралось равным 𝜀 = 10−7. Для достижения
такой точности требовалось 5 итераций метода Ньютона. В теории изгиба
разномодульных балок изгибная жесткость и модули Юнга на растяжение
𝐸+ и на сжатие 𝐸− связаны между собой следующими уравнениями:

ℎ+ =

√
𝐸−ℎ√

𝐸− +
√
𝐸+

, ℎ− =

√
𝐸+ℎ√

𝐸− +
√
𝐸+

,

𝐷 =
𝐸+ℎ3

+

3
+

𝐸−ℎ3
−

3
, (2.21)
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где ℎ+ – высота растягиваемой части сечения балки, ℎ− – высота сжимае-
мой части. Из уравнений (2.21) по уже найденным 𝐷 и 𝐸+ было получено
значение 𝐸− = 56.8 ГПа, которое составляет 49.8 % от 𝐸+. Таким образом,
рассматриваемый композитный материал является существенно разномо-
дульным. Дополнительные расчеты показали, что если принять модуль
Юнга на сжатие равным экспериментальному модулю на растяжение, то
это приведет к заниженному значению прогиба. Величина относительной
ошибки при этом составит 16%.

Для проверки достоверности полученного значения изгибной жестко-
сти была выполнена большая серия экспериментов по изгибу более корот-
ких и более длинных балок из того же композита. В таблице А.1 приведены
результаты лабораторных измерений стрелы консольного прогиба 𝑤 балки,
длина которой равна 𝑙, толщина 1.16 мм, ширина 2.86 мм, под действием
силы 𝑃 .

В другой серии экспериментов проводился консольный изгиб балки
длиной 𝑙 = 400 мм, шириной 2.86 мм при фиксированной силе 𝑃 = 0.6 Н
для балок различной толщины ℎ. Результаты представлены в таблице 2.3.

Таблица 2.3
Результаты лабораторных измерений стрелы консольного прогиба балок

различной толщины

Эксперимент 1 2 3 4
ℎ,мм 0.739 0.761 1.1 1.16
𝑤,мм 327.5 300 257 239

𝑤𝑐𝑎𝑙𝑐,мм 335 331 267 253
𝛿 0.0229 0.1033 0.0389 0.0585

2.4 Выводы по главе 2

Во второй главе рассматривается задача изгиба тонкой композитной
балки. К анализу изгиба тонкой балки из волокнистого композита применя-
ется обобщенное уравнение эластики Эйлера, учитывающее разное сопро-
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тивление материала растяжению и сжатию. Разработан вычислительный
алгоритм для решения статической задачи изгиба. Доказано существова-
ние единственной нейтральной линии при изгибе композитной балки, пред-
ставлен алгоритм вычисления положения нейтральной линии и максималь-
ной изгибной жесткости, получаемой перестановкой слоев многослойной
композитной балки. Описана методика определения феноменологических
параметров композита на основе фотосъемки изгибного состояния стерж-
ня под действием системы сил и моментов сил, а также методика решения
обратной коэффициентной задачи. Выполнена валидация методики путем
сравнения результатов расчетов с лабораторным физическим эксперимен-
том. Показано, что для углепластика, применяемого в эксперименте, моду-
ли упругости при растяжении и при сжатии существенно различаются. Это
означает, что использование равных модулей при определении жесткости
на изгиб приводит к систематической ошибке в расчетах прогиба.
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Глава 3. Плоское напряженное состояние
многослойной композитной пластины

3.1 Уравнение плоского напряженного состояния

пластины

Рассмотрим плоское напряженное состояние многослойной пластины
из волокнистого композита. Для начала получим выражения, связываю-
щие напряжения и деформации. Пусть ось 𝑥1 декартовой системы коорди-
нат 𝑂𝑥1𝑥2 расположена по направлению укладки волокон. Будем считать,
что при сжатии материал пластины описывается законом Гука для транс-
версально изотропного тела, тогда первое уравнение системы (1.14) можно
записать в следующем матричном виде:⎛⎜⎝𝜀11

𝜀22

𝜀12

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝
1
𝐸1

− 𝜈2
𝐸2

0

− 𝜈1
𝐸1

1
𝐸2

0

0 0 1
2𝐺

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝𝜎11 − 𝜎′

11

𝜎22 − 𝜎′
22

𝜎12 − 𝜎′
12

⎞⎟⎠ , (3.1)

где 𝐸1 и 𝐸2 – модули Юнга в направлении и перпендикулярно укладке во-
локон соответственно, 𝜈1 и 𝜈2 соответствующие коэффициенты Пуассона, а
𝐺 модуль сдвига. В обозначениях введенных на схеме на рисунке 1.6 данное
выражение связывает тензоры 𝜀 и 𝜎−𝜎′ с помощью тензора модулей упру-
гости матрицы 𝑎−1. Поскольку тензор 𝑎 симметричный и положительно
определенный, выпишем ограничения на упругие постоянные:

𝜈2 = 𝜈1
𝐸2

𝐸1
, 𝐸1 > 𝜈21𝐸2, 𝐸2 > 0, 𝐺 > 0. (3.2)

При растяжении волокон появляется дополнительное напряжение

𝜎′
11 = 𝑏𝜀11,
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которое вводится с помощью тензора 𝑏. Для того чтобы введенный тензор
был невырожденным и положительно определенным введем малые поло-
жительные компоненты 𝛽 и 𝛾, которые впоследствии устремим к нулю.
Запишем второе уравнения системы (1.14):⎛⎜⎝𝜀11 − 𝜀′11

𝜀22 − 𝜀′22
𝜀12 − 𝜀′12

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝
1
𝑏 0 0

0 1
𝛽 0

0 0 1
2𝛾

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝𝜎′

11

𝜎′
22

𝜎′
12

⎞⎟⎠ . (3.3)

Конус деформаций 𝐶 и сопряженные конус напряжений 𝐾 для слу-
чая однонаправленного армирования примут следующий вид:

𝐶 = {𝜀|𝜀11 ≤ 0}, 𝐾 = {𝜎|𝜎11 ≥ 0, 𝜎22 = 𝜎12 = 0}. (3.4)

Норма связанная с тензором 𝑏 будет равна:

|𝜀| =
√︁
𝑏𝜀211 + 𝛽𝜀222 + 4𝛾𝜀212, (3.5)

а проекция тензора 𝜀 на конус 𝐶 вычисляется следующим образом:

Π11 =

⎧⎨⎩0, при 𝜀11 > 0,

𝜀11, при 𝜀11 ≤ 0,
Π22 = 𝜀22, Π12 = 𝜀12. (3.6)

Подставив полученные выражения в (1.19), получим формулы для
вычисления напряжений через деформации:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜎11 =
𝐸1(𝜀11 + 𝜈2𝜀22)

1 − 𝜈1𝜈2
+ 𝑏(𝜀11 − Π11),

𝜎22 =
𝐸2(𝜀22 + 𝜈1𝜀11)

1 − 𝜈1𝜈2
,

𝜎12 = 2𝐺𝜀12

(3.7)
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со следующим потенциалом напряжений:

Φ(𝜀) =
1 − 𝜈1𝜈2

2

(︀
𝐸1𝜀

2
11 + (𝜈1𝐸2 + 𝜈2𝐸1)𝜀11𝜀22 + 𝐸2𝜀

2
22

)︀
+

+ 2𝐺𝜀212 +
𝑏

2
(𝜀11 − Π11)

2. (3.8)

Далее выпишем тензор 𝑎−1 + 𝑏−1 и представим его в матричном виде:⎛⎜⎝
1
𝐸1

+ 1
𝑏 − 𝜈2

𝐸2
0

− 𝜈1
𝐸1

1
𝐸2

+ 1
𝛽 0

0 0 1
2𝐺 + 1

2𝛾

⎞⎟⎠ . (3.9)

Рассмотрим минор размера 2 × 2 матрицы (𝑎−1 + 𝑏−1)−1:

1

(𝑏 + 𝐸1)(𝛽 + 𝐸2) − 𝜈1𝜈2𝑏𝛽

(︃
𝑏(𝛽 + 𝐸2)𝐸1 𝜈1𝑏𝛽𝐸2

𝜈1𝑏𝛽𝐸2 𝛽(+
¯
𝐸1)𝐸2

)︃
. (3.10)

Перейдя к пределу при 𝛽, 𝛾 → 0, получим матрицу с единственным ненуле-
вым элементом 𝑏𝐸1/(𝑏+𝐸1). Таким образом компоненты тензора условных
напряжений �̄� равны

�̄�11 =
𝐸1𝑏

𝑏 + 𝐸1

(︂
𝜎11
𝐸1

− 𝜈2
𝜎22
𝐸2

)︂
, �̄�22 = �̄�12 = 0. (3.11)

Проекцию тензора �̄� на конус 𝐾 определим как

𝜋11 =

⎧⎨⎩�̄�11, при �̄�11 > 0,

0, при �̄�11 ≤ 0
(3.12)

и выпишем формулы для вычисления деформаций по заданным напряже-
ниям ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝜀11 =
𝜎11 − 𝜋11

𝐸1
− 𝜈2

𝜎22
𝐸2

,

𝜀22 =
𝜎22
𝐸2

− 𝜈1
𝜎11 − 𝜋11

𝐸1
,

𝜀12 = 𝜎12

2𝐺

(3.13)
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и соответствующий потенциал деформаций

Ψ(𝜎) =
1

2

(︂
𝜎2
11

𝐸1
−
(︂
𝜈1
𝐸1

+
𝑛𝑢2
𝐸2

)︂
𝜎11𝜎22 +

𝜎2
22

𝐸2

)︂
+
𝜎2
12

𝐺
−
(︂

1

𝐸1
+

1

𝑏

)︂
𝜋2
11

2
. (3.14)

Теперь рассмотрим пластину из однонаправленного волокнистого
композита с волокнами расположенными под углом 𝛼 к оси 𝑥1. Опреде-
ляющие уравнения получим из уравнений (3.7) и (3.13) заменой векторов
тензоров напряжений и деформаций в системе координат, связанной с на-
правлением волокон по правилам преобразования тензорных компонент
при повороте системы на угол 𝛼:⎛⎜⎝𝜎𝛼

11

𝜎𝛼
22

𝜎𝛼
12

⎞⎟⎠ = (𝑅𝛼)

⎛⎜⎝𝜎11

𝜎22

𝜎12

⎞⎟⎠ ,

⎛⎜⎝𝜀𝛼11
𝜀𝛼22
𝜀𝛼12

⎞⎟⎠ = (𝑅𝛼)

⎛⎜⎝𝜀11

𝜀22

𝜀12

⎞⎟⎠ ,

где

(𝑅𝛼) =

⎛⎜⎜⎝
cos2 𝛼 sin2 𝛼 sin 2𝛼

sin2 𝛼 cos2 𝛼 − sin 2𝛼

−sin 2𝛼

2

sin 2𝛼

2
cos 2𝛼

⎞⎟⎟⎠ .

Подставив в первое выражение напряжения, вычисленные через дефор-
мации в системе координат, связанной с волокнами, и домножив слева обе
части выражения на 𝑅−𝛼, получим выражение для напряжений в заданной
системе координат:

⎛⎜⎝𝜎11

𝜎22

𝜎12

⎞⎟⎠ =
(︀
𝑅−𝛼

)︀
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐸1(𝜀

𝛼
11 + 𝜈2𝜀

𝛼
22)

1 − 𝜈1𝜈2
+ 𝑏(𝜀𝛼11 − Π𝛼

11)

𝐸2(𝜀
𝛼
22 + +𝜈1𝜀

𝛼
11+)

1 − 𝜈1𝜈2

2𝐺𝜀𝛼12

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (3.15)
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Обратно, вектор компонент тензора деформаций определяется через на-
пряжения следующим образом:

⎛⎜⎝𝜀11

𝜀22

𝜀12

⎞⎟⎠ =
(︀
𝑅−𝛼

)︀
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜎𝛼
11 − 𝜋11
𝐸1

− 𝜈2
𝜎𝛼
22

𝐸2

𝜎𝛼
22

𝐸2
− 𝜈1

𝜎𝛼
11 − 𝜋𝛼

11

𝐸1

𝜎𝛼
12

2𝐺

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (3.16)

Для многослойной пластины будем считать, что для каждого слоя
задан угол армирования и толщина слоя, а слои при деформации не про-
скальзывают относительно друг друга и деформируются совместно. Пусть
𝛼𝑖 и ℎ𝑖 угол армирования и толщина 𝑖-го слоя. Обозначим 𝜎(𝑖) напряже-
ния заданные в несвязанной с волокнами системе координат, полученные
по формуле (5.8). Тогда для всей пластины напряжения можно получить
взвешенным суммированием напряжений для каждого слоя:⎛⎜⎝𝜎11

𝜎22

𝜎12

⎞⎟⎠ =
𝑛∑︁

𝑖=1

ℎ𝑖

ℎ

⎛⎜⎝𝜎11(𝑖)

𝜎22(𝑖)

𝜎12(𝑖)

⎞⎟⎠ , (3.17)

где ℎ – общая толщина пластины.
Рассмотрим следующую задачу. Пусть область Ω с границей Γ сов-

падает с сечением срединной плоскостью пластины из композитного ма-
териала, описанного выше. Граница Γ состоит из части Γ𝑢, на которой
отсутствуют перемещения и не пересекающейся с ней части Γ𝜎 на которой
задана распределенная нагрузка:⎧⎨⎩𝑢 = 0 на Γ𝑢,

𝜎𝑛 = 𝑞 на Γ𝜎.
(3.18)

Требуется определить векторное поле перемещений 𝑢(𝑥) и тензорное поле
𝜎(𝑥), удовлетворяющих дифференциальным уравнениям

∇ · 𝜎 = 0, 2𝜀(𝑢) = ∇𝑢 + (∇𝑢)*,
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удовлетворяющих вариационному уравнению

𝜎 = 𝑎 : 𝜀 + 𝑏 : (𝜀− Π(𝜀)) (3.19)

и граничным условиям (3.18). Компоненты тензора малых деформаций
связаны с перемещениями следующим образом:

𝜀11 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥1
, 𝜀22 =

𝜕𝑣

𝜕𝑥2
, 𝜀12 =

1

2

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥1

)︂
.

Сформулируем вариационные принципы, эквивалентные дифферен-
циальной постановке рассматриваемой задачи. Искомое поле перемещений
минимизирует интеграл

𝐽(𝑢) =

∫︁
Ω

(Φ(𝜀(𝑢))) 𝑑Ω −
∫︁
Γ𝜎

𝑞𝑢 𝑑Γ (3.20)

на линейном пространстве 𝑈 обобщенных функций 𝑢 ∈ 𝐻1(Ω).
Применим полученные определяющие уравнения к анализу плоского

напряженного состояния композитной пластины нагруженной по краю ста-
тической самоуравновешенной системой напряжений. Воспользуемся мето-
дом начальных напряжений. Для этого заменим определяющее уравнение
волокнистого композита в общем виде (3.19) следующей итерационной фор-
мулой:

𝜎𝑘 = (𝑎 + 𝑏) : 𝜀𝑘 − ∆𝜎𝑘−1, ∆𝜎𝑘−1 = 𝑏 : Π(𝜀𝑘−1). (3.21)

На первом шаге будем решать задачу для ненапряженной пластины и счи-
тать тензор начальных напряжений ∆𝜎0 тождественно равным нулю. В
этом случае тензор модулей упругости принимает значение 𝑎 + 𝑏. На сле-
дующих шагах тензор ∆𝜎𝑘−1 будем искать с использованием проекции тен-
зора 𝜀𝑘−1. Воспользовавшись вариационным методом Лагранжа, запишем
функционал упругой энергии, который с учетом итерационной формулы,
принимает следующий вид:∫︁

Ω

(︂
1

2
∇�⃗� : (𝑎 + 𝑏) : ∇�⃗�− ∆𝜎𝑘−1 : ∇�⃗�

)︂
𝑑Ω −

∫︁
Γ𝜎

�⃗� · �⃗�𝑑Γ, (3.22)
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где �⃗� – вектор перемещений в сечении пластины Ω срединной плоскостью,
∇ – оператор Гамильтона, �⃗� – вектор напряжения на границе пластины
Γ𝜎. Для обеспечения единственности решения закрепим любую точку пла-
стины и исключим поворот вокруг этой точки. Минимизируя функционал
(3.22) на каждом шаге алгоритма, получим искомый вектор перемещений
𝑢.

Задача минимизации функционала (3.22) эквивалента следующему
вариационному уравнению:∫︁

Ω

(︀
∇�⃗� : (𝑎 + 𝑏) : 𝛿∇�⃗�− ∆𝜎𝑘−1 : 𝛿∇�⃗�

)︀
𝑑Ω =

∫︁
Γ𝜎

�⃗� · 𝛿�⃗� 𝑑Γ. (3.23)

Решение полученного уравнения будем производить методом конечных
элементов. В качестве конечного элемента выберем треугольный элемент
Лагранжа, степенями свободы которого являются узловые перемещения.

3.2 Результаты расчетов

Было проведено несколько серий вычислительных экспериментов, в
которых рассматривалось плоское напряженное состояние тонкой прямо-
угольной пластины с круглым вырезом.

В первой серии экспериментов на пластину вдоль всей ее границы
действовало равномерно распределенное касательное напряжение 𝜎12 = 𝜏 ,
а нормальные напряжения на границе отсутствовали. Также учитыва-
лось различное сопротивление при сжатии и растяжении материала. Рас-
четы производились со следующими параметрами пластины: 𝑙1 = 150;
𝑙2 = 100 мм, толщина ℎ = 2,5 мм, радиус окружности выреза 𝑟 = 30 мм.
Угол армирования 𝛼 равен 45 на рисунке 3.1 и −45 на рисунке 3.2. Внеш-
нее касательное напряжение 𝜏 = 0,15 ГПа выбрано таким образом, чтобы
уровень деформаций в обоих вариантах армирования не превышал 10%.
Параметры упругости 𝐸1 = 56.8;𝐸2 = 6;𝐺 = 3.5; 𝑏 = 57.2 ГПа соответ-
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ствует армированному углеродным волокном полимеру, используемому в
вышеописанных экспериментах по сильному изгибу тонких длинных балок.
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Рисунок 3.1 — Линии уровня деформаций в однослойной пластине с
армированием под углом 𝛼 = 45 под действием касательных напряжений

на границе

При такой схеме нагружения пластина после деформации принимает
форму, близкую к параллелограмму. Волокна, расположенные под углом
𝛼 = 45∘, растягиваются, так как ориентированы в направлении главной
диагонали параллелограмма, которая длиннее диагонали прямоугольника.
Материал приобретает дополнительную жесткость при растяжении, поэто-
му деформация пластины происходит в основном за счет сжатия по оси
𝑥1. Противоположная ситуация наблюдается при армировании под углом
𝛼 = −45∘. В этом случае волокна ориентированы в направлении побоч-
ной диагонали параллелограмма, длина которой меньше длины диагона-
ли прямоугольника. Волокна сжимаются, не обеспечивая дополнительной
жесткости; поэтому преобладающая деформация пластины вдоль оси 𝑥1

происходит за счет растяжения. То же самое наблюдается на качествен-
ном уровне при деформации пластины в направлении оси 𝑥2. Отметим,
что диапазон изменения деформации сдвига в обоих вариантах практиче-
ски одинаков. На рисунках 3.1 и 3.2 видно, что в направлениях поперек
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Рисунок 3.2 — Линии уровня деформаций в однослойной пластине с
армированием под углом 𝛼 = −45 под действием касательных

напряжений на границе

укладки волокна формируются полосы сдвига, которые соединяют гори-
зонтальные стороны пластины с границей кругового реза. Направления
полос сдвига согласованы с направлениями укладки волокон и различны
при рассматриваемых углах армирования.

Покажем необходимость учета разномодульности. Вследствие сим-
метрии задачи можно получить одну задачу из другой с помощью замены
касательного напряжения 𝜏 на −𝜏 . Если не учитывать различное сопротив-
ление композитного материала сжатию и растяжению, задача становится
линейной. При этом осевые деформации 𝜀11; 𝜀22 для вариантов 𝛼1 = 45∘ и
𝛼2 = −45∘ должны быть противоположны по знаку, а деформации сдвига
2𝜀12 должны совпасть. Это свойство не согласуется с результатами, по-
казанными на рисунках 3.1 и 3.2, что указывает на необходимость учета
разных сопротивлений.

Расчеты пластины с двумя направлениями армирования 𝛼1 = 45∘

и 𝛼2 = −45∘ показали, что деформированное состояние в этом случае с
небольшими отклонениями повторяет деформированное состояние, соот-
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ветствующее углу армирования 45∘. Этот эффект также объясняется раз-
личной устойчивостью армирующих волокон к сжатию и растяжению.

Результаты расчетов для пластины, армированной жесткими волок-
нами в направлении горизонтальной оси, представлены на рисунке 3.3. На
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Рисунок 3.3 — Линии уровня деформаций в однослойной пластине,
армированной волокнами под углом 𝛼 = 0∘, под действием нормальных

напряжений 𝜎11 на боковых сторонах пластины

боковых гранях пластины внешние напряжения в декартовых координатах,
связанных с центром окружности, задаются следующими формулами:

𝜎11 = −2𝑝𝑥2
𝑙2

, 𝜎12 = 0.

Верхняя и нижняя грани считаются свободными от напряжений, а нагруз-
ка 𝑝 = 1.5ГПа. На рисунке 3.3 представлены кривые уровня осевых де-
формаций 𝜀11; 𝜀22 и деформации сдвига 2𝜀12, полученные с учетом разного
сопротивления композита при сжатии и растяжении. Сравнение по дефор-
мации 𝜀11 с расчетами, не учитывающими разное сопротивление, выявляет
значительную разницу между результатами как в качественном, так и в
количественном отношении. Это различие объясняется тем, что из-за раз-
ных модулей Юнга волокон при сжатии и растяжении деформации сжатия
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в направлении оси 𝑥1 в пластине примерно вдвое превышают деформа-
ции растяжения по абсолютной величине. Как показывают расчеты, ли-
нии уровня деформаций в направлении оси 𝑥2 и линии уровня деформации
сдвига различаются в меньшей степени, а разница между максимальными
и минимальными значениями лежит в диапазоне 1%.

Аналогичные расчеты проводились для однослойной пластины с ар-
мированием под углом 𝛼 = 45∘, линии уровня деформаций которой изобра-
жены на рисунке 3.4. В этом случае разница в картинах деформирования
по разным сопротивлениям менее заметна, так как деформация в пластине
происходит в основном за счет сдвига податливой матрицы. Волокна, по
сравнению с матрицей, изначально обладают десятикратным коэффициен-
том жесткости, и двукратное изменение жесткости при смене знака дефор-
мации на этом фоне оказывает слабое влияние.
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Рисунок 3.4 — Линии уровня деформаций в однослойной пластине,
армированной волокнами под углом 𝛼 = 45∘, под действием нормальных

напряжений 𝜎11 на боковых сторонах пластины

Анализ плоского напряженного состояния двухслойной пластины, со-
стоящей из слоев одинаковой толщины из одного материала с армирова-
нием под углами 𝛼1 = 0∘ и 𝛼2 = 45∘, представлен на рисунке 3.5. До-
полнительные расчеты показывают, что дополнительно армирование под
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углом уменьшает разницу между результатами, полученными с учетом и
без учета разного сопротивления на сжатие и растяжение.
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Рисунок 3.5 — Линии уровня деформаций в двухслойной пластине,
армированной волокнами под углами 𝛼1 = 0∘ и 𝛼2 = 45∘, под действием

нормальных напряжений 𝜎11 на боковых сторонах пластины

Расчеты для трехслойной пластины с теми же параметрами упруго-
сти и толщиной слоев с углами армирования 𝛼1 = 45∘; 𝛼2 = 0∘ и 𝛼1 = −45∘

показывают также небольшую разницу между результатами, полученными
с учетом и без учета различных сопротивлений. Линии уровня деформаций
для этих расчетов представлены на рисунке 3.6.

3.3 Выводы по главе 3

В третьей главе рассматривается задача расчета плоского напряжен-
ного состояния многослойной композитной пластины. На основе реологи-
ческой схемы построены определяющие уравнения плоского напряженного
состояния пластины из однонаправленного волокнистого композита и мно-
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Рисунок 3.6 — Линии уровня деформаций в трехслойной пластине,
армированной волокнами под углами 𝛼 = 45∘, 0∘,−45∘, под действием

нормальных напряжений 𝜎11 на боковых сторонах пластины

гослойной пластины, слои которой армированы в разных направлениях и
выписаны соответствующие потенциалы.

С помощью метода конечных элементов в сочетании с методом на-
чальных напряжений выполнен анализ распределения зон растяжения и
сжатия в прямоугольной пластине из углепластика с круговым отверстием
под действием напряжений на границе. Численные эксперименты по анали-
зу плоского напряженного состояния пластин из волокнистых композитов
с круговым отверстием демонстрируют эффективность подхода при каче-
ственном прогнозировании картины напряжений сжатия и растяжения.
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Глава 4. Чистый изгиб пластин

4.1 Уравнение изгиба слоистой пластины

Рассмотрим однослойную композитную пластину, армированную
однонаправленными тонкими волокнами. Такая пластина является
трансверсально-изотропным материалом, поскольку существует плоскость
симметрии перпендикулярно направлению волокон.

Будем считать, что для пластины выполняются гипотезы Кирхгофа
и следующие допущения:

1. серединная плоскость испытывает только нормальные перемеще-
ния;

2. перемещения 𝑢1 и 𝑢2 линейны по переменной 𝑥3 из-за малости тол-
щины пластины;

3. для точек серединной плоскости сдвиги в вертикальных плоско-
стях равны нулю;

4. нормальными напряжениями в направлении, поперечном средин-
ной плоскости пластины, допустимо пренебрегать.

Также предполагается, что в области пластины существует нейтраль-
ная плоскость, в которой отсутствуют деформации. В силу малости толщи-
ны пластины по сравнению с остальными размерами вектор перемещений
может быть выписан следующим образом:

𝑢1 = −(𝑥3 − 𝜂)
𝜕𝑤

𝜕𝑥1
, 𝑢2 = −(𝑥3 − 𝜂)

𝜕𝑤

𝜕𝑥2
, 𝑢3 = 𝑤(𝑥1,𝑥2) , (4.1)

где 𝜂 – положение нейтральной плоскости. Выпишем ненулевые компонен-
ты тензора малых деформаций:

𝜀11 = −(𝑥3−𝜂)
𝜕2𝑤

𝜕𝑥21
, 𝜀22 = −(𝑥3−𝜂)

𝜕2𝑤

𝜕𝑥22
, 𝜀12 = −(𝑥3−𝜂)

𝜕2𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
. (4.2)
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В классической теории пластин нейтральная плоскость совпадает с
серединной, а в случае учета различного сопротивления растяжению и сжа-
тию смещается в сторону повышения жесткости. Простой способ задания
положения нейтральной плоскости, применимый при анализе изгиба пла-
стин со свободным краем, вытекает из условия равенства нулю мембран-
ного усилия в направлении укладки волокон:

ℎ∫︁
0

𝜎11 𝑑𝑥3 = 0,

откуда следует, что

𝐸1

1 − 𝜈1𝜈2

𝜂∫︁
0

(𝜂 − 𝑥3) 𝑑𝑥3 =

(︂
𝐸1

1 − 𝜈1𝜈2
+ 𝑏

)︂ ℎ∫︁
𝜂

(𝑥3 − 𝜂) 𝑑𝑥3 .

Здесь предполагается, что зона растяжения расположена над зоной сжа-
тия, то есть стрела прогиба направлена вверх. Отсюда

𝜂 =
𝜅

1 + 𝜅
ℎ , 𝜅 =

√︂
1 +

(︀
1 − 𝜈1𝜈2

)︀ 𝑏

𝐸1
. (4.3)

Заметим, что формула (4.3) не гарантирует, вообще говоря, отсутствие мем-
бранных усилий в направлении, перпендикулярном направлению армиро-
вания. Чтобы деформированное состояние с вектором перемещений (4.1) и
тензором деформаций (4.2) было совместным с условиями равновесия для
напряжений, необходимо, чтобы на краях пластины действовала опреде-
ленная система сил, которую можно определить по найденному прогибу.
Вместе с тем существуют частные случаи изгиба пластин со свободными
краями или с заданными изгибающими моментами и перерезывающими си-
лами, но без мембранных усилий на краях, когда формула (4.3) применима.
К ним относится, например, случай цилиндрического изгиба, при котором
прогиб 𝑤 не зависит от координаты 𝑥2.

Отметим также, что смена направления стрелы прогиба приводит к
симметричному по толщине пластины смещению нейтральной плоскости.
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Поэтому в задачах с переменным направлением изгиба, когда разные ча-
сти пластины прогибаются в разные стороны, параметр 𝜂 в формулах (4.1)
должен меняться скачкообразно в зависимости от расположения зон рас-
тяжения и сжатия.

Рассмотрим многослойную пластину в произвольной системе коорди-
нат 𝑂𝑥1𝑥2𝑥3, не связанной с направлениями армирования. Пусть пластина
состоит из 𝑘 слоев, заданы ℎ𝑘 – толщина 𝑘-го слоя и 𝛼𝑘 – угол армирования
𝑘-го слоя (𝑘 = 1,2, . . . ) Перейдем в систему координат 𝑂𝑥′1𝑥

′
2𝑥

′
3, связанную

с направлением армирования 𝑘-го слоя пластины в недеформированном
состоянии так, что 𝑥′1 направлена вдоль волокон армирования, а 𝑥′3 пер-
пендикулярно плоскости пластины.

Для каждого отдельного слоя в системе координат, связанной с во-
локнами армирования, можно записать закон Гука следующим образом:⎛⎜⎝𝜎′

11

𝜎′
22

𝜎′
12

⎞⎟⎠ =
1

1 − 𝜈𝑘1𝜈
𝑘
2

⎛⎜⎝ 𝐸𝑘
1 𝜈𝑘1𝐸

𝑘
2 0

𝜈𝑘1𝐸
𝑘
2 𝐸𝑘

2 0

0 0 2(1 − 𝜈𝑘1𝜈
𝑘
2 )𝐺𝑘

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝𝜀′11
𝜀′22
𝜀′12

⎞⎟⎠ , (4.4)

где 𝐸𝑘
1 – модуль Юнга вдоль волокон армирования, 𝐸𝑘

2 – модуль Юнга в
направлении перпендикулярном армированию с соответствующими коэф-
фициентами Пуассона 𝜈𝑘1 , 𝜈

𝑘
2 , 𝐺𝑘 – модуль сдвига.

Напряжения в системе 𝑂𝑥1𝑥2𝑥3 и 𝑂𝑥′1𝑥
′
2𝑥

′
3 связаны следующим обра-

зом: ⎛⎜⎝𝜎′
11

𝜎′
22

𝜎′
12

⎞⎟⎠ = 𝑅(𝛼𝑘)

⎛⎜⎝𝜎11

𝜎22

𝜎12

⎞⎟⎠ , (4.5)

где 𝑅(𝛼) – матрица поворота на угол 𝛼:

𝑅(𝛼) =

⎛⎜⎜⎝
cos2 𝛼 sin2 𝛼 sin 2𝛼

sin2 𝛼 cos2 𝛼 − sin 2𝛼

−sin 2𝛼

2

sin 2𝛼

2
cos 2𝛼

⎞⎟⎟⎠ .
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Аналогично выражаются деформации:⎛⎜⎝𝜀′11
𝜀′22
𝜀′12

⎞⎟⎠ = 𝑅(𝛼𝑘)

⎛⎜⎝𝜀11

𝜀22

𝜀12

⎞⎟⎠ . (4.6)

Подставив (4.5) и (4.6) в (4.4), получим закон Гука в системе 𝑂𝑥1𝑥2𝑥3:⎛⎜⎝𝜎11

𝜎22

𝜎12

⎞⎟⎠ =
1

1 − 𝜈𝑘1𝜈
𝑘
2

𝑅(−𝛼𝑘)

⎛⎜⎝ 𝐸𝑘
1 𝜈𝑘1𝐸

𝑘
2 0

𝜈𝑘1𝐸
𝑘
2 𝐸𝑘

2 0

0 0 2(1 − 𝜈𝑘1𝜈
𝑘
2 )𝐺𝑘

⎞⎟⎠𝑅(𝛼𝑘)

⎛⎜⎝𝜀11

𝜀22

𝜀12

⎞⎟⎠ .

Модуль Юнга в направлении волокон 𝐸𝑘
1 может принимать значение

модуля Юнга 𝐸+
1 или 𝐸−

1 в зависимости от того в зоне растяжения или
сжатия соответственно находится 𝑘-й слой. В общем виде определяющие
уравнения упругой слоистой пластины принимают следующий вид:⎛⎜⎝𝜎11

𝜎22

𝜎12

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝𝐸11 𝐸12 𝐺11

𝐸12 𝐸22 𝐺22

𝐺11 𝐺22 𝐺12

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝𝜀11

𝜀22

𝜀12

⎞⎟⎠ , (4.7)

где 𝐸𝑖𝑗 и 𝐺𝑖𝑗 являются кусочно-постоянными функциями по толщине пла-
стины.

Для получения уравнения изгиба воспользуемся вариационным прин-
ципом Лагранжа, согласно которому действительное распределение про-
гибов пластины минимизирует на множестве вариаций, согласованных с
главными краевыми условиями, функционал упругой энергии:

𝐽(𝑤) =

∫︁∫︁
Ω

⎛⎝ ℎ∫︁
0

Φ 𝑑𝑥3 − 𝑞𝑤

⎞⎠ 𝑑𝑥1𝑑𝑥2 −
∫︁
Γ

(︂(︂
𝑄 +

𝜕𝑀𝜏

𝜕𝜏

)︂
𝑤 + 𝑀𝑛

𝜕𝑤

𝜕𝑛

)︂
𝑑𝑠,

(4.8)
где Φ = 1

2(𝜎11𝜀11 + 𝜎22𝜀22 + 2𝜎12𝜀12) – потенциал напряжений, Ω – двумер-
ная область с границей Γ занятая нижней стороной пластины, 𝑞(𝑥1, 𝑥2) –
поперечная нагрузка, 𝑄(𝑥1,𝑥2), 𝑀𝑛(𝑥1,𝑥2) и 𝑀𝜏(𝑥1,𝑥2) – поперечное уси-
лие, нормальный и касательный изгибающий момент на краях пластины,
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𝜕/𝜕𝑛 – оператор производной по направлению внешней нормали к границе,
𝜕/𝜕𝜏 – оператор производной по направлению касательной к границе, 𝑑𝑠 –
элемент дуги. Главные краевые условия задаются в виде уравнений

𝑤 = 𝑤0(𝑥1,𝑥2) ,
𝜕𝑤

𝜕𝑛
= 𝛾0(𝑥1,𝑥2) , (4.9)

которые определяют прогиб и угол поворота на границе. Для задания есте-
ственных граничных условий используем функции 𝑄 и 𝑀𝑛, которые долж-
ны быть определены в тех точках границы, где не заданы соответствующие
главные граничные условия.

Подставив в выражение для потенциала выражения (4.7) и (4.2), по-
лучим следующий вид функционала (4.8):

𝐽(𝑤) =
1

2

∫︁∫︁
Ω

(︂
𝐷11

⃒⃒⃒⃒
𝜕2𝑤

𝜕𝑥21

⃒⃒⃒⃒2
+ 𝐷22

⃒⃒⃒⃒
𝜕2𝑤

𝜕𝑥22

⃒⃒⃒⃒2
+ 2𝐷12

𝜕2𝑤

𝜕𝑥21

𝜕2𝑤

𝜕𝑥22
+ 𝐹12

⃒⃒⃒⃒
𝜕2𝑤

𝜕𝑥1 𝜕𝑥2

⃒⃒⃒⃒2
+

+ 2𝐹11
𝜕2𝑤

𝜕𝑥21

𝜕2𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
+ 2𝐹22

𝜕2𝑤

𝜕𝑥22

𝜕2𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
− 2 𝑞 𝑤

)︂
𝑑𝑥1 𝑑𝑥2−

−
∫︁
Γ

(︂(︂
𝑄 +

𝜕𝑀𝜏

𝜕𝜏

)︂
𝑤 + 𝑀𝑛

𝜕𝑤

𝜕𝑛

)︂
𝑑𝑠 , (4.10)

где 𝐷𝑖𝑗 и 𝐹𝑖𝑗 – изгибные жесткости пластины, вычисляемые по формулам:

𝐷𝑖𝑗 =

ℎ∫︁
0

(𝑥3 − 𝜂)2𝐸𝑖𝑗𝑑𝑥3 , 𝐹𝑖𝑗 =

ℎ∫︁
0

(𝑥3 − 𝜂)2𝐺𝑖𝑗𝑑𝑥3 .

Остановимся подробнее на вычислении изгибных жесткостей. По-
скольку 𝐸𝑖𝑗 и 𝐺𝑖𝑗 являются кусочно-постоянными функциями, а толщины
слоев всей пластины и положение нейтральной линии заранее известны,
интегралы (4.1) могут быть вычислены аналитически. Пусть пластина со-
стоит из 𝑛 слоев, нейтральная линия находится в 𝑘-ом слое, толщина
пластины равна ℎ, и для каждого слоя определены его границы (ℎ𝑙−1, ℎ𝑙).
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Распишем интеграл для 𝐷𝑖𝑗 по слоям:

𝐷𝑖𝑗 =
𝑘−1∑︁
𝑙=1

𝐸−
𝑖𝑗
(𝑙)

ℎ𝑖∫︁
ℎ𝑖−1

(𝑥3 − 𝜂)2 𝑑𝑥3 + 𝐸−
𝑖𝑗
(𝑘)

𝜂∫︁
ℎ𝑘−1

(𝑥3 − 𝜂)2 𝑑𝑥3+

+ 𝐸+
𝑖𝑗
(𝑘)

ℎ𝑘∫︁
𝜂

(𝑥3 − 𝜂)2 𝑑𝑥3 +
𝑛∑︁

𝑙=𝑘+1

𝐸−
𝑖𝑗
(𝑙)

ℎ𝑖∫︁
ℎ𝑖−1

(𝑥3 − 𝜂)2 𝑑𝑥3.

Для получения уравнения изгиба проварьируем функционал (4.10). Для
удобства разобьем его на сумму интегралов и запишем вариационную про-
изводную для каждого слагаемого по отдельности:

𝛿

⎛⎝1

2

∫︁∫︁
Ω

𝐷11

⃒⃒⃒⃒
𝜕2𝑤

𝜕𝑥21

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

⎞⎠ =

∫︁∫︁
Ω

𝐷11
𝜕2𝑤

𝜕𝑥21

𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑥21
𝑑𝑥1 𝑑𝑥2.

Возьмем полученный интеграл два раза по частям:∫︁∫︁
Ω

𝐷11
𝜕2𝑤

𝜕𝑥21

𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑥21
𝑑𝑥1 𝑑𝑥2 =

∫︁
Γ

𝐷11
𝜕2𝑤

𝜕𝑥21

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥1
𝑛1 𝑑𝑠−

−
∫︁∫︁
Ω

𝐷11
𝜕3𝑤

𝜕𝑥31

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥1
𝑑𝑥1 𝑑𝑥2 =

∫︁
Γ

𝐷11
𝜕2𝑤

𝜕𝑥21

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥1
𝑛1 𝑑𝑠−

−
∫︁
Γ

𝐷11
𝜕3𝑤

𝜕𝑥31
𝛿𝑤 𝑛1 𝑑𝑠 +

∫︁∫︁
Ω

𝐷11
𝜕4𝑤

𝜕𝑥41
𝛿𝑤 𝑑𝑠.
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Повторим те же шаги для остальных слагаемых. Для слагаемого с коэф-
фициентом 𝐷22:

𝛿

⎛⎝1

2

∫︁∫︁
Ω

𝐷22

⃒⃒⃒⃒
𝜕2𝑤

𝜕𝑥22

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

⎞⎠ =

∫︁∫︁
Ω

𝐷22
𝜕2𝑤

𝜕𝑥22

𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑥22
𝑑𝑥1 𝑑𝑥2 =

=

∫︁
Γ

𝐷22
𝜕2𝑤

𝜕𝑥22

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥2
𝑛2 𝑑𝑠−

∫︁∫︁
Ω

𝐷22
𝜕3𝑤

𝜕𝑥32

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥2
𝑑𝑥1 𝑑𝑥2 =

=

∫︁
Γ

𝐷22
𝜕2𝑤

𝜕𝑥22

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥2
𝑛2 𝑑𝑠−

∫︁
Γ

𝐷22
𝜕3𝑤

𝜕𝑥32
𝛿𝑤 𝑛2 𝑑𝑠 +

∫︁∫︁
Ω

𝐷22
𝜕4𝑤

𝜕𝑥42
𝛿𝑤 𝑑𝑠.

Для слагаемого с коэффициентом 𝐷12:

𝛿

⎛⎝1

2

∫︁∫︁
Ω

2𝐷12
𝜕2𝑤

𝜕𝑥21

𝜕2𝑤

𝜕𝑥22
𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

⎞⎠ =

=

∫︁∫︁
Ω

𝐷12
𝜕2𝑤

𝜕𝑥22

𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑥21
𝑑𝑥1 𝑑𝑥2 +

∫︁∫︁
Ω

𝐷12
𝜕2𝑤

𝜕𝑥21

𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑥22
𝑑𝑥1 𝑑𝑥2;

∫︁∫︁
Ω

𝐷12
𝜕2𝑤

𝜕𝑥22

𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑥21
𝑑𝑥1 𝑑𝑥2 =

∫︁
Γ

𝐷12
𝜕2𝑤

𝜕𝑥22

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥1
𝑛1 𝑑𝑠−

−
∫︁∫︁
Ω

𝐷12
𝜕3𝑤

𝜕𝑥22𝜕𝑥1

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥1
𝑑𝑥1 𝑑𝑥2 =

∫︁
Γ

𝐷12
𝜕2𝑤

𝜕𝑥22

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥1
𝑛1 𝑑𝑠−

−
∫︁
Γ

𝐷12
𝜕3𝑤

𝜕𝑥22𝜕𝑥1
𝛿𝑤 𝑛1 𝑑𝑠 +

∫︁∫︁
Ω

𝐷12
𝜕4𝑤

𝜕𝑥22𝜕𝑥
2
1

𝛿𝑤 𝑑𝑠;
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∫︁∫︁
Ω

𝐷12
𝜕2𝑤

𝜕𝑥21

𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑥22
𝑑𝑥1 𝑑𝑥2 =

∫︁
Γ

𝐷12
𝜕2𝑤

𝜕𝑥21

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥2
𝑛2 𝑑𝑠−

−
∫︁∫︁
Ω

𝐷12
𝜕3𝑤

𝜕𝑥21𝜕𝑥2

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥2
𝑑𝑥1 𝑑𝑥2 =

∫︁
Γ

𝐷12
𝜕2𝑤

𝜕𝑥21

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥2
𝑛2 𝑑𝑠−

−
∫︁
Γ

𝐷12
𝜕3𝑤

𝜕𝑥21𝜕𝑥2
𝛿𝑤 𝑛2 𝑑𝑠 +

∫︁∫︁
Ω

𝐷12
𝜕4𝑤

𝜕𝑥21𝜕𝑥
2
2

𝛿𝑤 𝑑𝑠.

Для слагаемого с коэффициентом 𝐹12:

𝛿

⎛⎝1

2

∫︁∫︁
Ω

𝐹12

⃒⃒⃒⃒
𝜕2𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

⎞⎠ =

∫︁∫︁
Ω

𝐹12
𝜕2𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2

𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
𝑑𝑥1 𝑑𝑥2 =

=

∫︁
Γ

𝐹12
𝜕2𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥1
𝑛2 𝑑𝑠−

∫︁∫︁
Ω

𝐹12
𝜕3𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥22

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥1
𝑑𝑥1 𝑑𝑥2 =

=

∫︁
Γ

𝐹12
𝜕2𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥1
𝑛2 𝑑𝑠−

∫︁
Γ

𝐹12
𝜕3𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥22
𝛿𝑤 𝑛1 𝑑𝑠 +

∫︁∫︁
Ω

𝐹12
𝜕4𝑤

𝜕𝑥21𝜕𝑥
2
2

𝛿𝑤 𝑑𝑠.

Для слагаемого с коэффициентом 𝐹11:

𝛿

⎛⎝1

2

∫︁∫︁
Ω

2𝐹11
𝜕2𝑤

𝜕𝑥21

𝜕2𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

⎞⎠ =

=

∫︁∫︁
Ω

𝐹11
𝜕2𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2

𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑥21
𝑑𝑥1 𝑑𝑥2 +

∫︁∫︁
Ω

𝐹11
𝜕2𝑤

𝜕𝑥21

𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
𝑑𝑥1 𝑑𝑥2;
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∫︁∫︁
Ω

𝐹11
𝜕2𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2

𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑥21
𝑑𝑥1 𝑑𝑥2 =

∫︁
Γ

𝐹11
𝜕2𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥1
𝑛1 𝑑𝑠−

−
∫︁∫︁
Ω

𝐹11
𝜕3𝑤

𝜕𝑥21𝜕𝑥2

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥1
𝑑𝑥1 𝑑𝑥2 =

∫︁
Γ

𝐹11
𝜕2𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥1
𝑛1 𝑑𝑠−

−
∫︁
Γ

𝐹11
𝜕3𝑤

𝜕𝑥21𝜕𝑥2
𝛿𝑤 𝑛1 𝑑𝑠 +

∫︁∫︁
Ω

𝐹11
𝜕4𝑤

𝜕𝑥31𝜕𝑥2
𝛿𝑤 𝑑𝑠;

∫︁∫︁
Ω

𝐹11
𝜕2𝑤

𝜕𝑥21

𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
𝑑𝑥1 𝑑𝑥2 =

∫︁
Γ

𝐹11
𝜕2𝑤

𝜕𝑥21

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥1
𝑛2 𝑑𝑠−

−
∫︁∫︁
Ω

𝐹11
𝜕3𝑤

𝜕𝑥21𝜕𝑥2

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥1
𝑑𝑥1 𝑑𝑥2 =

∫︁
Γ

𝐹11
𝜕2𝑤

𝜕𝑥21

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥1
𝑛2 𝑑𝑠−

−
∫︁
Γ

𝐹11
𝜕3𝑤

𝜕𝑥21𝜕𝑥2
𝛿𝑤 𝑛1 𝑑𝑠 +

∫︁∫︁
Ω

𝐹11
𝜕4𝑤

𝜕𝑥31𝜕𝑥2
𝛿𝑤 𝑑𝑠.

Для слагаемого с коэффициентом 𝐹22:

𝛿

⎛⎝1

2

∫︁∫︁
Ω

2𝐹22
𝜕2𝑤

𝜕𝑥22

𝜕2𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

⎞⎠ =

=

∫︁∫︁
Ω

𝐹22
𝜕2𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2

𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑥22
𝑑𝑥1 𝑑𝑥2 +

∫︁∫︁
Ω

𝐹22
𝜕2𝑤

𝜕𝑥22

𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
𝑑𝑥1 𝑑𝑥2;

∫︁∫︁
Ω

𝐹22
𝜕2𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2

𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑥22
𝑑𝑥1 𝑑𝑥2 =

∫︁
Γ

𝐹22
𝜕2𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥2
𝑛2 𝑑𝑠−

−
∫︁∫︁
Ω

𝐹22
𝜕3𝑤

𝜕𝑥22𝜕𝑥1

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥2
𝑑𝑥1 𝑑𝑥2 =

∫︁
Γ

𝐹22
𝜕2𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥2
𝑛2 𝑑𝑠−

−
∫︁
Γ

𝐹22
𝜕3𝑤

𝜕𝑥22𝜕𝑥1
𝛿𝑤 𝑛2 𝑑𝑠 +

∫︁∫︁
Ω

𝐹22
𝜕4𝑤

𝜕𝑥32𝜕𝑥1
𝛿𝑤 𝑑𝑠;
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∫︁∫︁
Ω

𝐹22
𝜕2𝑤

𝜕𝑥22

𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
𝑑𝑥1 𝑑𝑥2 =

∫︁
Γ

𝐹22
𝜕2𝑤

𝜕𝑥22

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥1
𝑛2 𝑑𝑠−

−
∫︁∫︁
Ω

𝐹22
𝜕3𝑤

𝜕𝑥32

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥1
𝑑𝑥1 𝑑𝑥2 =

∫︁
Γ

𝐹22
𝜕2𝑤

𝜕𝑥22

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥1
𝑛2 𝑑𝑠−

−
∫︁
Γ

𝐹22
𝜕3𝑤

𝜕𝑥32
𝛿𝑤 𝑛1 𝑑𝑠 +

∫︁∫︁
Ω

𝐹22
𝜕4𝑤

𝜕𝑥32𝜕𝑥1
𝛿𝑤 𝑑𝑠.

Проварьируем слагаемое с поперечной нагрузкой

𝛿

⎛⎝1

2

∫︁∫︁
Ω

−2𝑞𝑤 𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

⎞⎠ =

∫︁∫︁
Ω

−𝑞𝛿𝑤 𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

и правую часть

𝛿

⎛⎝−
∫︁
Γ

(︂(︂
𝑄 +

𝜕𝑀𝜏

𝜕𝜏

)︂
𝑤 + 𝑀𝑛

𝜕𝑤

𝜕𝑛

)︂
𝑑𝑠

⎞⎠ = −
∫︁
Γ

(︂(︂
𝑄 +

𝜕𝑀𝜏

𝜕𝜏

)︂
𝛿𝑤 + 𝑀𝑛

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑛

)︂
𝑑𝑠.

Теперь получим естественные граничные условия. Независимо можно за-

давать вариацию прогиба 𝛿𝑤 и вариацию угла поворота по нормали
𝜕

𝜕𝑛
𝛿𝑤,

в то время как поворот вдоль касательной
𝜕

𝜕𝜏
𝛿𝑤 определяется заданием

𝛿𝑤. Учитывая, что ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑛
=

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥1
𝑛1 +

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥2
𝑛2,

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝜏
= −𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥1
𝑛2 +

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥2
𝑛1

(4.11)

приведем подобные слагаемые и выразим значения 𝑄 +
𝜕𝑀𝜏

𝜕𝜏
и 𝑀𝑛, кото-

рые должны быть заданы на той части границы, где не заданы главные
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граничные условия:

𝑄 +
𝜕𝑀𝜏

𝜕𝜏
= −𝐷11

𝜕3𝑤

𝜕𝑥31
−𝐷22

𝜕3𝑤

𝜕𝑥32
−𝐷12

𝜕3𝑤

𝜕𝑥22𝜕𝑥1
−𝐷12

𝜕3𝑤

𝜕𝑥21𝜕𝑥2

− 𝐹12
𝜕3𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥22
− 𝐹11

𝜕3𝑤

𝜕𝑥21𝜕𝑥2
− 𝐹11

𝜕3𝑤

𝜕𝑥21𝜕𝑥2
− 𝐹22

𝜕3𝑤

𝜕𝑥22𝜕𝑥1

− 𝐹22
𝜕3𝑤

𝜕𝑥32
𝑛1 − 𝐹12

𝜕2𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
− 𝐹11

𝜕2𝑤

𝜕𝑥21
− 𝐹22

𝜕2𝑤

𝜕𝑥22
. (4.12)

𝑀𝑛 = 𝐷11
𝜕2𝑤

𝜕𝑥21
+ 𝐷22

𝜕2𝑤

𝜕𝑥22
+ 𝐷12

𝜕2𝑤

𝜕𝑥22

+ 𝐷12
𝜕2𝑤

𝜕𝑥21
+ 𝐹11

𝜕2𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
+ 𝐹22

𝜕2𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
. (4.13)

В результате варьирования функционала (4.10) получим следующее
дифференциальное уравнение для прогиба:

𝐷11
𝜕4𝑤

𝜕𝑥41
+ 𝐷22

𝜕4𝑤

𝜕𝑥42
+
(︀
2𝐷12 + 𝐹12

)︀ 𝜕4𝑤

𝜕𝑥21𝜕𝑥
2
2

+ 2𝐹11
𝜕4𝑤

𝜕𝑥31𝜕𝑥2
+ 2𝐹22

𝜕4𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥32
= 𝑞 ,

которое обобщает уравнение Софи Жермен в классической теории пластин.

4.2 Вычислительный алгоритм

Вычислительный алгоритм разработан на основе метода конечных
элементов. Покажем, что задача минимизации функционала (4.10) при
некоторых дополнительных требованиях гладкости функций, входящих в
граничные условия, корректна в пространстве Соболева 𝐻2(Ω). Согласно
теореме Лакса-Мильграма решение задачи минимизации функционала су-
ществует и единственно, если для функционала 𝐽(𝑤) = 1

2𝑎(𝑤,𝑤) − (𝑓,𝑤),
𝑎(𝑢,𝑣) симметричная билинейная форма, непрерывная по обеим перемен-
ным, а (𝑓,𝑤) является непрерывным функционалом. Запишем функционал
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(4.10) в матричной форме:

𝐽(𝑤) =
1

2

∫︁∫︁
Ω

(︂
𝜕2𝑤

𝜕𝑥21

𝜕2𝑤

𝜕𝑥22

𝜕2𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2

)︂⎛⎜⎝𝐷11 𝐷12 𝐹11

𝐷12 𝐷22 𝐹22

𝐹11 𝐹22 𝐹12

⎞⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜕2𝑤

𝜕𝑥21
𝜕2𝑤

𝜕𝑥22
𝜕2𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠−

− 𝑞𝑤 𝑑𝑥1𝑑𝑥2 −
∫︁
Γ

(︂
𝑄𝑤 + 𝑀𝑛

𝜕𝑤

𝜕𝑛

)︂
𝑑𝑠 . (4.14)

Функционал

(𝑓, 𝑤) =
1

2

∫︁∫︁
Ω

𝑞𝑤 𝑑𝑥1𝑑𝑥2 (4.15)

является линейным и непрерывным в пространстве 𝐻2(Ω), если 𝑞(𝑥1,𝑥2)

является регулярной функций, например, кусочно-непрерывной. Допуска-
ется также случай, когда 𝑞 содержит сингулярные слагаемые типа сосре-
доточенной силы (дельта-функции Дирака). Покажем коэрцитивность би-
линейной формы

𝑎(𝑢,𝑣) =
1

2

∫︁∫︁
Ω

(︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑥21

𝜕2𝑢

𝜕𝑥22

𝜕2𝑢

𝜕𝑥1𝜕𝑥2

)︂⎛⎜⎝𝐷11 𝐷12 𝐹11

𝐷12 𝐷22 𝐹22

𝐹11 𝐹22 𝐹12

⎞⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜕2𝑣

𝜕𝑥21
𝜕2𝑣

𝜕𝑥22
𝜕2𝑣

𝜕𝑥1𝜕𝑥2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ 𝑑𝑥1𝑑𝑥2.

Поскольку матрица жесткости положительно определена, то существует
такая положительная константа 𝛼, что

𝑎(𝑤,𝑤) ≥ 𝛼

∫︁∫︁
Ω

(︃(︂
𝜕2𝑤

𝜕𝑥21

)︂2

+

(︂
𝜕2𝑤

𝜕𝑥22

)︂2

+

(︂
𝜕2𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2

)︂2
)︃

𝑑𝑥1𝑑𝑥2.

Коэрцитивность билинейной формы∫︁∫︁
Ω

(︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑥21

𝜕2𝑣

𝜕𝑥21
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑥22

𝜕2𝑣

𝜕𝑥22
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑥1𝜕𝑥2

𝜕2𝑣

𝜕𝑥1𝜕𝑥2

)︂
𝑑𝑥1 𝑑𝑥2 (4.16)
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показана в [91], следовательно, существует такая константа 𝑐, что

∫︁∫︁
Ω

(︃(︂
𝜕2𝑤

𝜕𝑥21

)︂2

+

(︂
𝜕2𝑤

𝜕𝑥22

)︂2

+

(︂
𝜕2𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2

)︂2
)︃

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2 ≥ 𝑐‖𝑤‖2, (4.17)

а значит
𝑎(𝑤,𝑤) ≥ 𝑐

𝛼
‖𝑤‖2, (4.18)

следовательно, билинейная форма 𝑎(𝑢,𝑣) при выполнении условий закреп-
ления на краю пластины коэрцитивна, а значит задача минимизации функ-
ционала (4.10) имеет единственное решение в пространстве 𝐻2(Ω).

Возьмем качестве конечного элемента треугольный элемент Белла
класса 𝐶1 с 18-тью степенями свободы [61]. При численном решении задачи
в области Ω строится нерегулярная треугольная сетка и вводится вектор
обобщенных координат 𝑊 размерностью 6𝑛, где 𝑛 – число узлов сетки.
Координатами этого вектора служат узловые значения прогиба и его про-
изводных первого и второго порядка. Функционал 𝐽(𝑤) представим в виде
суммы интегралов по всем треугольникам сетки:

𝐽(𝑊 ) =
1

2

𝑚∑︁
𝑙=1

∫︁∫︁
Ω𝑙

(𝑊 𝑙)𝑇𝐷𝑇
𝑙 𝐾𝐷𝑙 𝑊

𝑙 −𝑄𝑇𝑊 𝑑𝑥1𝑑𝑥2 ,

где Ω𝑙 — область 𝑙-го конечного элемента, 𝑊 𝑙 — локальный вектор обоб-
щенных координат, 𝐾 – матрица изгибных жесткостей, 𝐷𝑙 — матрица диф-
ференцирования, 𝑄 – глобальный вектор обобщенных сил, верхний индекс
𝑇 означает транспонирование.

Глобальная матрица жесткости 𝐶 составляется путем сложения в
определенных позициях элементов локальных матриц жесткости 𝐶𝑙 =

𝐷𝑇
𝑙 𝐾𝐷𝑙. В результате получим функционал:

𝐽(𝑊 ) =
1

2
𝑊 𝑇𝐶𝑊 −𝑄𝑊 ,
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минимальное значение которого определяется системой уравнений, служа-
щей для вычисления прогибов:

𝜕𝐽

𝜕𝑊
≡ 𝐶𝑊 −𝑄 = 0 . (4.19)

4.3 Результаты расчетов чистого изгиба пластины

На рисунках 4.1 – 4.3 приведены примеры расчетов изгиба двухслой-
ной пластины из углепластика с объемным содержанием армирующего уг-
леграфитового волокна 50 %, размером 100 × 100 мм, с толщиной слоев
2.5 мм. Пластина жестко закреплена по двум боковым сторонам, противо-
положным по направлению оси 𝑥1. В центре пластины действует сосредо-
точенная поперечная нагрузка 𝑞 = 10 кН.
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Рисунок 4.1 — Прогиб двухслойной пластины с конфигурацией слоев
(0∘, 90∘)

На рисунке 4.1 изображены прогибы пластины с конфигурацией ар-
мирования слоев (0∘, 90∘) и линии уровня прогиба с учетом разного сопро-
тивления материала растяжению и сжатию. На рисунке 4.2 – аналогичные
результаты с конфигурацией армирования (90∘, 0∘). Порядок слоев указан,
начиная с верхнего. Кривые “1”, “2”, ..., “6” на рисунках относятся к сече-
ниям пластины 𝑥2 = 0,10,...,50 мм.
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Рисунок 4.2 — Прогиб двухслойной пластины с конфигурацией слоев
(90∘, 0∘)

Отметим, что величина прогиба значительно больше в случае арми-
рования верхнего слоя под углом 90∘ к оси 𝑥1, поскольку пластина в этом
случае закреплена в направлении, перпендикулярном направлению арми-
рования растягиваемого слоя.
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Рисунок 4.3 — Прогиб двухслойной пластины (90∘, 0∘) без учета
разномодульности

Чтобы показать необходимость учета разного сопротивления матери-
ала растяжению и сжатию, были проведены расчеты, в которых параметры
упругости композита при сжатии считались равными параметрам упруго-
сти при растяжении. На рисунке 4.3 приведен прогиб двухслойной пласти-
ны с конфигурацией слоев (90∘, 0∘). В этом случае максимальная величина
прогиба существенно меньше, чем на рисунке 4.1 и 4.2, так как жесткость
пластины на изгиб без учета разного сопротивления повышается. Макси-
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мальный прогиб при расчете без учета разномодульности равен 5.91 мм,
что составляет приблизительно 62 % от максимального прогиба с учетом
разномодульности, равного 9.54 мм.

На рисунке 4.4 изображены примеры расчетов для пластины с те-
ми же характеристиками, с конфигурацией армирования слоев (90∘, 0∘) и
нагрузкой 𝑞 = 10 кН, действующей в точке 𝑥1 = 75 мм, 𝑥2 = 25 мм.
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Рисунок 4.4 — Прогиб двухслойной пластины (90∘, 0∘) со смещенной
нагрузкой с учетом (а) и без учета (б) разного сопротивления материала

Величины прогибов в этом случае составили 6.35 мм и 3.55 мм при
учете и без учета разномодульности, соответственно.

4.4 Изгиб пластины жестким штампом

Рассмотрим изгиб многослойной композитной пластины жестким
штампом. Пусть на области Ω задана функция 𝜙(𝑥,𝑦), определяющая фор-
му штампа. Штамп вдавливается в пластину без поворота. Для получения
распределения прогибов пластины необходимо решить задачу минимиза-
ции функционала (4.10) с главными краевыми условиями (4.9) и ограниче-
нием в виде неравенства

𝑤(𝑥1, 𝑥2) ≥ 𝜙(𝑥1,𝑥2) (4.20)
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на всей области Ω.
Задача минимизации функционала (4.10) с ограничением в виде

неравенства (4.20) при некоторых дополнительных требованиях гладкости
функций, входящих в граничные условия, корректна в пространстве Со-
болева 𝐻2(Ω). Существование и единственность минимума функционала
(4.10) с ограничением (4.20), аналогично описанному в разделе 4.2, следует
из леммы Лакса-Мильграма. Для численного решения задачи воспользу-
емся методом конечных элементов. В качестве конечного элемента будем
использовать треугольный элемент Белла класса 𝐶1 с 18-тью степенями
свободы [61]. В области Ω строится нерегулярная треугольная сетка. Для
прогибов вводится вектор обобщенных координат 𝑊 размерности 6𝑛, где
𝑛 – число узлов сетки. Координатами этого вектора служат узловые зна-
чения прогиба и его производных первого и второго порядка.

Для нахождения минимума функционала с заданными ограниче-
ниями воспользуемся методом множителей Лагранжа. Для множителей
Лагранжа введем вектор Λ, а для функции определяющей, форму штам-
па вектор – Φ размерностей 𝑛, где значения компонентов вектора Φ равны
значениям в узлах сетки функции 𝜑. Построим Лагранжиан 𝐿(𝑤, 𝜆) в виде
суммы интегралов по всем треугольникам сетки:

𝐿(𝑊,Λ) = Λ0

𝑚∑︁
𝑙=1

∫︁∫︁
Ω𝑙

(𝑊 𝑙)𝑇𝐷𝑇
𝑙 𝐾𝐷𝑙 𝑊

𝑙 −𝑄𝑇𝑊 + Λ𝑇 (Φ −𝑊 ) 𝑑𝑥1𝑑𝑥2 ,

где Ω𝑙 — область 𝑙-го конечного элемента, 𝑊 𝑙 — локальный вектор обобщен-
ных координат, 𝐾 – матрица изгибных жесткостей, 𝐷𝑙 — матрица диффе-
ренцирования, 𝑄 – глобальный вектор обобщенных сил, где верхний индекс
𝑇 означает транспонирование. Глобальная матрица жесткости 𝐶 предста-
вима в виде суммы локальных матриц жесткости 𝐶𝑙 = 𝐷𝑇

𝑙 𝐾𝐷𝑙. В резуль-
тате получим функционал:

𝐿(𝑊,Λ) = Λ0𝑊
𝑇𝐶𝑊 −𝑄𝑊 + Λ(Φ −𝑊 ) .

Поскольку 𝐿(𝑊,Λ) является квадратичным функционалом по 𝑊 , а мат-
рица 𝐶 обладает диагональным преобладанием и является положительно
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определенной, то согласно теореме Куна-Таккера для того, чтобы 𝑊 * яв-
лялся минимумом 𝐽(𝑊 ), необходимо, чтобы для неотрицательных множи-
телей Λ выполнялись условия дополняющей нежесткости и стационарно-
сти [70]. Для выполнения строгого неравенства Λ0 > 0 достаточно выпол-
нения условия Слейтера: должен существовать �̃� , что Φ− �̃� < 0. Введем
следующие требования для функции 𝜙: 𝜙 ∈ 𝐻2(Ω), ∃𝑐 : 𝑤0 ≥ 𝜙 + 𝑐. Если
выбрать �̃� = 𝑤0 на границе Γ и �̃� = 𝜙 + 𝑐 в области Ω, то условие Слей-
тера выполняется. Для определенности возьмем 𝜆0 = 1. При выполнении
условия Слейтера, пара 𝑤*, 𝜆* удовлетворяет всем перечисленным ограни-
чением тогда и только тогда, когда является седловой точкой Лагранжиана
𝐿(𝑤,𝜆) [45].

Для нахождения седловой точки воспользуемся алгоритмом
Удзавы [70]. Алгоритм заключается в последовательном вычислении
Λ1,𝑊 1,Λ2,𝑊 2, . . . и состоит из следующих шагов.

1. Выбирается произвольное начальное приближение Λ0.
2. При фиксированном Λ𝑖 определим 𝑊 𝑖, при котором достигается

минимум Лагранжиана, как решение уравнения

𝜕𝐿

𝜕𝑊
= 0. (4.21)

3. Определим Λ𝑖+1 как решение уравнения

𝜕𝐿

𝜕Λ
= 0. (4.22)

Критерием останова итерационного процесса выберем условие |𝜆𝑖+1−𝜆𝑖| ≤
𝜏 · 𝜖, где 𝜖 заданная точность.

Для реализации второго шага алгоритма Удзавы будем использовать
метод конечных элементов. Минимальное значение Лагранжиана при фик-
сированном векторе Λ𝑖 определяется из решения системы уравнений отно-
сительно прогибов 𝑊 𝑖:

𝜕𝐿

𝜕𝑊
≡ 𝐶𝑊 −𝑄− Λ𝑖 = 0 . (4.23)
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На третьем шаге алгоритма Удзавы вычисления производились с по-
мощью метода простой итерации. При фиксированном 𝑊 𝑖 приравняем
частную производную Лагранжиана по Λ к нулю:

𝜕𝐿

𝜕Λ
≡ Φ −𝑊 𝑖 = 0. (4.24)

Вычислим Λ𝑖+1 по следующей формуле:

Λ𝑖+1 = 𝑃+(Λ𝑖 + 𝜏(Φ −𝑊 𝑖)) , (4.25)

где 𝜏 – итерационный параметр, 𝑃+ – проекция на положительную часть
числовой оси.

4.5 Результаты расчетов изгиба пластины жестким

штампом

Компьютерная программа, реализующая метод конечных элементов
и поиск седловой точки, реализована на языке программирования Python.
Для решения системы уравнений (4.23) в ней используются встроенные
библиотечные процедуры. Глобальная матрица жесткости является силь-
но разреженной, содержит около 95% нулей, поэтому для ее хранения при-
меняются специальные структуры для работы с разреженными матрица-
ми [41].

При проведении вычислительных экспериментов были рассмотрены
двухслойные композитные пластины с толщиной слоев ℎ = 5 мм. Парамет-
ры упругости, используемые в вычислительном эксперименте, соответству-
ют углепластику с объемным содержанием армирующего углеграфитового
волокна 50 % [58]:

𝐸+
1 = 114, 𝐸−

1 = 57, 𝐸2 = 6, 𝐺 = 3.5 ГПа, 𝜈1 = 0.19, 𝜈2 = 0.02.
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На рисунках 4.5 – 4.6 изображены прогибы и линии уровня прогиба пла-
стины с конфигурацией армирования слоев (0∘, 90∘) с учетом разного со-
противления материала растяжению и сжатию после воздействия штампа
𝜙1 заданного формулой

𝜙1 = −2((𝑥1 − 0.05)2 + (𝑥2 − 0.05)2) + 0.002,

и штампа 𝜙2:

𝜙2 = −2000((𝑥1 − 0.05)4 + (𝑥2 − 0.05)4) + 0.002,

где 𝑥1 и 𝑥2 заданы в метрах. Для удобства, в точках, где 𝜙(𝑥1,𝑥2) < −0.001,
𝜙(𝑥1,𝑥2) принята равной −0.001. Пластина жестко закреплена по границе,
углы поворота слоев указаны начиная с верхнего. Можно заметить, что
в случае штампа 𝜙1 вся контактная площадка совпадает с поверхностью
штампа, а в случае штампа 𝜙2 происходит потеря контакта в середине пло-
щадки.
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Рисунок 4.5 — Прогиб двухслойной пластины с конфигурацией слоев
(0∘, 90∘) под действием штампа 𝜙1

Для того, чтобы показать важность учета разного сопротивления ма-
териала растяжению и сжатию, была проведена серия вычислительных экс-
периментов, в которых параметры упругости композита при сжатии счи-
тались равными параметрам упругости при растяжении.
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Рисунок 4.6 — Прогиб двухслойной пластины с конфигурацией слоев
(0∘, 90∘) под действием штампа 𝜙2

На рисунке 4.7 изображен прогиб пластины с конфигурацией слоев
(90∘, 0∘) под действием штампа 𝜙3 = 0.002 при 0.04 < 𝑥1 < 0.06, 0.04 <

𝑥2 < 0.06 и 𝜙3 = −0.001 в остальных точках. Пластина жестко закреплена
по двум боковым сторонам. При расчёте модуль Юнга при сжатии считался
равным 114 ГПа, то есть равный модулю при растяжении.

Рисунок 4.7 — Прогиб двухслойной пластины с конфигурацией слоев
(90∘, 0∘) под действием штампа 𝜙3 без учета разномодульности

На рисунке 4.8 показано сравнение линий уровня прогиба при рас-
четах с учетом разномодульности и без учета. В случае неучета, пластина
считается более жесткой и прогиб от воздействия штампа уменьшается.
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Рисунок 4.8 — Линии уровня прогиба без учета (а) и при учете (б)

разномодульности

В последней серии вычислительных экспериментов было показано
влияние направления армирования на прогиб пластины. Рассматривались
пластины с углами армирования слоев (0∘, 90∘) и (90∘, 0∘) под действием
штампа 𝜙4 = 0.002 при 0.03 < 𝑥1 < 0.07, 0.03 < 𝑥2 < 0.07 и 𝜙4 = −0.001 в
остальных точках, жестко закрепленные во двум противоположным боко-
вым сторонам. На рисунке 4.9 показан прогиб пластины с конфигурацией
(0∘, 90∘), а на рисунке 4.10 (90∘, 0∘).
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Рисунок 4.9 — Прогиб двухслойной пластины с конфигурацией слоев
(0∘, 90∘) под действием штампа 𝜙4

Отметим, что величина прогиба на свободной части границы значи-
тельно больше в случае армирования верхнего слоя под углом 90∘ к оси 𝑥1,
поскольку пластина в этом случае закреплена в направлении, перпендику-
лярном направлению армирования растягиваемого слоя.
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Рисунок 4.10 — Прогиб двухслойной пластины с конфигурацией слоев
(90∘, 0∘) под действием штампа 𝜙4

4.6 Выводы по главе 4

В четвертой главе рассматривается изгиб композитной пластины с
предположением о существовании нейтральной поверхности. С помощью
вариационного принципа Лагранжа получено дифференциальное уравне-
ние прогиба, обобщающее уравнение Софи-Жермен. На основе метода ко-
нечных элементов с использованием треугольного элемента Белла получе-
но численное решение уравнения прогиба и приводятся результаты расче-
тов изгиба слоистых пластин прямоугольной формы с разными направле-
ниями укладки волокон. Описан вычислительный алгоритм решения кон-
тактной задачи для многослойной композитной пластины, учитывающий
различное сопротивление материала растяжению и сжатию. Проведена се-
рия вычислительных экспериментов, в результате которых показано влия-
ние разномодульности и направления армирования на прогиб композитной
пластины.



79

Глава 5. Напряженно-деформированное
состояние пластины

5.1 Уравнение напряженно-деформированного

состояния пластины

Рассмотрим напряженно-деформированное состояние композитной
пластины под действием произвольной системы сил. Такое состояние пла-
стины будет объединять плоское напряженное состояние, рассмотренное в
главе 3, и чистый изгиб, рассмотренный в главе 4. Аналогично описанному
ранее будем считать, что пластина состоит из трансверсально-изотропных
слоев и для нее выполняются следующие гипотезы Кирхгофа:

– прямые линии, перпендикулярные нейтральной поверхности, оста-
ются прямыми после деформации;

– прямые линии, перпендикулярные нейтральной поверхности, оста-
ются нормальными к нейтральной поверхности после деформации;

– толщина пластины не изменяется при деформации.
Поскольку в данном случае не предполагается наличие нейтральной по-
верхности в пластине, будем рассматривать совокупность деформаций сре-
динной поверхности пластины и деформации, возникающие вследствие из-
гиба. Тогда вектор перемещений задается определяется образом:

𝑢1 = 𝑢(𝑥1, 𝑥2) − 𝑥3
𝜕𝑤

𝜕𝑥1
, 𝑢2 = 𝑣(𝑥1, 𝑥2) − 𝑥3

𝜕𝑤

𝜕𝑥2
, 𝑢3 = 𝑤(𝑥1,𝑥2) , (5.1)

где 𝑢(𝑥1, 𝑥2), 𝑣(𝑥1, 𝑥2), 𝑤(𝑥1, 𝑥2) – функции, определяющие перемещение
срединной плоскости. Компоненты тензора малых деформаций связаны с
перемещениями следующей формулой:

𝜀𝑖𝑗 =
1

2

(︂
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

)︂
.
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Выпишем компоненты тензора малых деформаций:

𝜀11 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥1
− 𝑥3

𝜕2𝑤

𝜕𝑥21
, 𝜀22 =

𝜕𝑣

𝜕𝑥2
− 𝑥3

𝜕2𝑤

𝜕𝑥22
,

𝜀12 =
1

2

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥1

)︂
− 𝑥3

𝜕2𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
. (5.2)

Воспользуемся вариационным принципом Лагранжа и выпишем
функционал упругой энергии:

∫︁∫︁
Ω

⎛⎜⎝ ℎ/2∫︁
−ℎ/2

Φ 𝑑𝑥3 − �⃗��⃗�

⎞⎟⎠ 𝑑𝑥1𝑑𝑥2 −
∫︁
Γ

(︂
�⃗��⃗� + 𝑀𝑛

𝜕𝑤

𝜕𝑛

)︂
𝑑𝑠, (5.3)

где Ω – двумерная область с границей Γ совпадающая с серединной по-
верхностью пластины, �⃗� – вектор перемещений, �⃗�(𝑥1, 𝑥2) – распределенная
нагрузка, �⃗�(𝑥1,𝑥2) – усилие на границе пластины, 𝑀𝑛(𝑥1,𝑥2) – нормаль-
ный изгибающий момент на краях, 𝜕/𝜕𝑛 – оператор производной по на-
правлению внешней нормали к границе, 𝑑𝑠 – элемент дуги со следующими
главными краевыми условиями:

𝑢 = 𝑢0(𝑥1,𝑥2) , 𝑣 = 𝑣0(𝑥1,𝑥2) , 𝑤 = 𝑤0(𝑥1,𝑥2) ,
𝜕𝑤

𝜕𝑛
= 𝛾0(𝑥1,𝑥2), (5.4)

которые задают перемещения срединной поверхности пластины и углы по-
ворота на границе.

Напомним результаты главы 3. Каждый отдельный слой композитной
пластины при сжатии можно описать законом Гука для трансверсально
изотропного материала⎛⎜⎝𝜀11

𝜀22

𝜀12

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝
1
𝐸1

− 𝜈2
𝐸2

0

− 𝜈1
𝐸1

1
𝐸2

0

0 0 1
2𝐺

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝𝜎11 − 𝜎′

11

𝜎22 − 𝜎′
22

𝜎12 − 𝜎′
12

⎞⎟⎠ (5.5)

и уравнением, описывающим связь дополнительных напряжений 𝜎′, возни-
кающих при растяжении композита вдоль волокон и собственных дефор-
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маций жесткого контакта:⎛⎜⎝𝜀11 − 𝜀′11
𝜀22 − 𝜀′22
𝜀12 − 𝜀′12

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝
1
𝑏 0 0

0 1
𝛽 0

0 0 1
2𝛾

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝𝜎′

11

𝜎′
22

𝜎′
12

⎞⎟⎠ . (5.6)

На упругие постоянные действуют ограничения

𝜈2 = 𝜈1
𝐸2

𝐸1
, 𝐸1 > 𝜈21𝐸2, 𝐸2 > 0, 𝐺 > 0 (5.7)

в связи с требованиями положительной определенности и симметричности
тензоров 𝑎 и 𝑏.

Воспользовавшись определяющим уравнением композитного матери-
ала в общем виде (1.19) и подставив в него выражения для напряжений
и деформаций, получим следующие формулы для связи напряжений и де-
формаций:

⎛⎜⎝𝜎11

𝜎22

𝜎12

⎞⎟⎠ =
(︀
𝑅−𝛼

)︀
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐸1(𝜀

𝛼
11 + 𝜈2𝜀

𝛼
22)

1 − 𝜈1𝜈2
+ 𝑏(𝜀𝛼11 − Π𝛼

11)

𝐸2(𝜀
𝛼
22 + +𝜈1𝜀

𝛼
11+)

1 − 𝜈1𝜈2

2𝐺𝜀𝛼12

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (5.8)

⎛⎜⎝𝜀11

𝜀22

𝜀12

⎞⎟⎠ =
(︀
𝑅−𝛼

)︀
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜎𝛼
11 − 𝜋11
𝐸1

− 𝜈2
𝜎𝛼
22

𝐸2

𝜎𝛼
22

𝐸2
− 𝜈1

𝜎𝛼
11 − 𝜋𝛼

11

𝐸1

𝜎𝛼
12

2𝐺

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (5.9)

где

(𝑅𝛼) =

⎛⎜⎜⎝
cos2 𝛼 sin2 𝛼 sin 2𝛼

sin2 𝛼 cos2 𝛼 − sin 2𝛼

−sin 2𝛼

2

sin 2𝛼

2
cos 2𝛼

⎞⎟⎟⎠ ,
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а также соответствующий потенциал напряжений:

Φ(𝜀) =
1 − 𝜈1𝜈2

2

(︀
𝐸1𝜀

2
11 + (𝜈1𝐸2 + 𝜈2𝐸1)𝜀11𝜀22 + 𝐸2𝜀

2
22

)︀
+ 2𝐺𝜀212+

+
𝑏

2
(𝜀11 − Π11)

2. (5.10)

Норма, связанная с тензором 𝑏, равна:

|𝜀| =
√︁

𝑏𝜀211 + 𝛽𝜀222 + 4𝛾𝜀212, (5.11)

а проекция тензора 𝜀 на конус 𝐶 вычисляется следующим образом:

Π11 =

⎧⎨⎩0, при 𝜀11 > 0,

𝜀11, при 𝜀11 ≤ 0,
Π22 = 𝜀22, Π12 = 𝜀12. (5.12)

Покажем существование и единственность минимума функциона-
ла (5.3) в пространстве 𝑊 2

2 . Для этого воспользуемся теоремой Лакса-
Мильграмма. Выпишем квадратичную часть функционала (5.3):

𝐽Π(𝜀) =
1

2

∫︁∫︁
Ω

⎛⎜⎝ ℎ/2∫︁
−ℎ/2

𝜀 : (𝑎 + 𝑏) : 𝜀− 𝜀 : 𝑏 : Π (𝜀) 𝑑𝑥3

⎞⎟⎠ 𝑑𝑥1 𝑑𝑥2 (5.13)

Поскольку оператор проекции в этой задаче определен как

Π11 =

⎧⎨⎩0, при 𝜀11 > 0,

𝜀11, при 𝜀11 ≤ 0,
Π22 = 𝜀22, Π12 = 𝜀12. (5.14)

можно рассмотреть две случая, когда Π11 = 0:

𝐽1(𝜀) =
1

2

∫︁∫︁
Ω

⎛⎜⎝ ℎ/2∫︁
−ℎ/2

𝜀 : 𝑎 : 𝜀 𝑑𝑥3

⎞⎟⎠ 𝑑𝑥1 𝑑𝑥2, (5.15)
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и при Π11 = 𝜀11:

𝐽2(𝜀) =
1

2

∫︁∫︁
Ω

⎛⎜⎝ ℎ/2∫︁
−ℎ/2

𝜀 : (𝑎 + 𝑏) : 𝜀 𝑑𝑥3

⎞⎟⎠ 𝑑𝑥1 𝑑𝑥2. (5.16)

Матрица 𝑎 ⎛⎜⎝ 𝐸1 𝜈2𝐸1 0

𝜈1𝐸2 𝐸2 0

0 0 2(1 − 𝜈1𝜈2)𝐺

⎞⎟⎠ (5.17)

является положительно определенной. Поскольку дополнительная жест-
кость появляется только при растяжении вдоль волокон, то матрица 𝑏 име-
ет только один ненулевой коэффициент 𝑏11 > 0 и матрица⎛⎜⎝𝐸1 + 𝑏11 𝜈2𝐸1 0

𝜈1𝐸2 𝐸2 0

0 0 2(1 − 𝜈1𝜈2)𝐺

⎞⎟⎠ (5.18)

также положительно определена. Отсюда при любых 𝜀

0 ≤ 𝜀 : 𝑎 : 𝜀 ≤ 𝜀 : (𝑎 + 𝑏) : 𝜀, (5.19)

поэтому ограничим снизу (5.13) интегралом без использования проектора:

0 ≤
∫︁∫︁
Ω

⎛⎜⎝ ℎ/2∫︁
−ℎ/2

𝜀 : 𝑎 : 𝜀 𝑑𝑥3

⎞⎟⎠ 𝑑𝑥1 𝑑𝑥2 ≤

≤
∫︁∫︁
Ω

⎛⎜⎝ ℎ/2∫︁
−ℎ/2

𝜀 : (𝑎 + 𝑏) : 𝜀− 𝜀 : 𝑏 : Π (𝜀) 𝑑𝑥3−

⎞⎟⎠ 𝑑𝑥1 𝑑𝑥2. (5.20)
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Рассмотрим интеграл

ℎ/2∫︁
−ℎ/2

𝜀 : 𝑎 + 𝑏 : 𝜀 𝑑𝑥3 =

=

ℎ/2∫︁
−ℎ/2

1 − 𝜈1𝜈2
2

(︀
𝐸1𝜀

2
11 + (𝜈1𝐸2 + 𝜈2𝐸1)𝜀11𝜀22 + 𝐸2𝜀

2
22

)︀
+ 2𝐺𝜀212 𝑑𝑥3. (5.21)

Разобьем на отдельные слагаемые и проинтегрируем по 𝑥3. Слагаемое при
𝜀211:

ℎ/2∫︁
−ℎ/2

1 − 𝜈1𝜈2
2

𝐸1𝜀
2
11 𝑑𝑥3 =

ℎ/2∫︁
−ℎ/2

1 − 𝜈1𝜈2
2

𝐸1

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥1
− 𝑥3

𝜕2𝑤

𝜕𝑥21

)︂2

𝑑𝑥3 =

= ℎ
1 − 𝜈1𝜈2

2
𝐸1

(︃(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥1

)︂2

+

(︂
𝜕2𝑤

𝜕𝑥21

)︂2
)︃
.

Слагаемое при 𝜀11𝜀22:

ℎ/2∫︁
−ℎ/2

1 − 𝜈1𝜈2
2

(𝜈1𝐸2 + 𝜈2𝐸1)𝜀11𝜀22 𝑑𝑥3 =

=

ℎ/2∫︁
−ℎ/2

1 − 𝜈1𝜈2
2

(𝜈1𝐸2 + 𝜈2𝐸1)

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥1
− 𝑥3

𝜕2𝑤

𝜕𝑥21

)︂(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑥2
− 𝑥3

𝜕2𝑤

𝜕𝑥22

)︂
𝑑𝑥3 =

=

ℎ/2∫︁
−ℎ/2

1 − 𝜈1𝜈2
2

(𝜈1𝐸2 + 𝜈2𝐸1)

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥1

𝜕𝑣

𝜕𝑥2
− 𝑥3

𝜕𝑣

𝜕𝑥2

𝜕2𝑤

𝜕𝑥21
− 𝑥3

𝜕𝑢

𝜕𝑥1

𝜕2𝑤

𝜕𝑥21
+

+ 𝑥23
𝜕2𝑤

𝜕𝑥21

𝜕2𝑤

𝜕𝑥22

)︂
𝑑𝑥3 =

1 − 𝜈1𝜈2
2

(𝜈1𝐸2 + 𝜈2𝐸1)

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥1

𝜕𝑣

𝜕𝑥2
ℎ +

𝜕2𝑤

𝜕𝑥21

𝜕2𝑤

𝜕𝑥22

ℎ3

12

)︂
.
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Слагаемое при 𝜀222:

ℎ/2∫︁
−ℎ/2

1 − 𝜈1𝜈2
2

𝐸2𝜀
2
22 𝑑𝑥3 =

ℎ/2∫︁
−ℎ/2

1 − 𝜈1𝜈2
2

𝐸2

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑥2
− 𝑥3

𝜕2𝑤

𝜕𝑥22

)︂2

𝑑𝑥3 =

= ℎ
1 − 𝜈1𝜈2

2
𝐸2

(︃(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑥2

)︂2

+

(︂
𝜕2𝑤

𝜕𝑥22

)︂2
)︃
.

Слагаемое при 𝜀212:

ℎ/2∫︁
−ℎ/2

2𝐺𝜀212 𝑑𝑥3 = 𝐺

ℎ/2∫︁
−ℎ/2

(︂(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥1

)︂
− 𝑥3

𝜕2𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2

)︂2

𝑑𝑥3 =

= 𝐺

ℎ/2∫︁
−ℎ/2

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥1

)︂2

− 2𝑥3

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥1

)︂
𝜕2𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
+ 𝑥23

(︂
𝜕2𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2

)︂2

𝑑𝑥3 =

= 𝐺ℎ

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥1

)︂2

+ 𝐺
ℎ3

12

(︂
𝜕2𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2

)︂2

=

= 𝐺ℎ

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥2

)︂2

+ 𝐺ℎ

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑥1

)︂2

+ 2𝐺ℎ
𝜕𝑢

𝜕𝑥2

𝜕𝑣

𝜕𝑥1
+ 𝐺

ℎ3

12

(︂
𝜕2𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2

)︂2

.

Подставим вычисленный результат в интеграл по всей области Ω и разо-
бьем его на два интеграла, содержащий слагаемые с функциями 𝑢 и 𝑣, и
содержащий функцию 𝑤:

1

2

∫︁∫︁
Ω

1 − 𝜈1𝜈2
2

(︃
𝐸1

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥1

)︂2

ℎ + (𝜈1𝐸2 + 𝜈2𝐸1)
𝜕𝑢

𝜕𝑥1

𝜕𝑣

𝜕𝑥2
ℎ + 𝐸2

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑥2

)︂2

ℎ

)︃
+

+ 𝐺ℎ

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥2

)︂2

+ 𝐺ℎ

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑥1

)︂2

+ 2𝐺ℎ
𝜕𝑢

𝜕𝑥2

𝜕𝑣

𝜕𝑥1
𝑑𝑥1 𝑑𝑥2;
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1

2

∫︁∫︁
Ω

1 − 𝜈1𝜈2
2

(︃
𝐸1

(︂
𝜕2𝑤

𝜕𝑥21

)︂2

ℎ + (𝜈1𝐸2 + 𝜈2𝐸1)
𝜕2𝑤

𝜕𝑥21

𝜕2𝑤

𝜕𝑥22

ℎ3

12
+

+ 𝐸2

(︂
𝜕2𝑤

𝜕𝑥22

)︂2

ℎ

)︃
+ 𝐺

ℎ3

12

(︂
𝜕2𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2

)︂2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2.

Вид полученных интегралов соответствует описанным А.М. Хлудне-
вым в работе [91] для моделей анизотропных оболочек. В этой работе пока-
зано, что такие билинейные формы обладают свойством коэрцитивности,
а поскольку функционал ∫︁∫︁

Ω

�⃗��⃗� 𝑑𝑥1 𝑑𝑥2 (5.22)

является линейным и непрерывным, то задача минимизации функционала
(5.3) обладает единственным решением в пространстве 𝑊 2

2 .
Воспользуемся методом начальных напряжений и заменим определя-

ющее уравнение итерационной формулой:

𝜎𝑘 = (𝑎 + 𝑏) : 𝜀𝑘 − ∆𝜎𝑘−1, ∆𝜎𝑘−1 = 𝑏 : Π(𝜀𝑘−1),

на первом шаге которой тензор ∆𝜎0 считается тождественно равным нулю.
На 𝑘-ом шаге алгоритма задача сводится к минимизации следующего

интегрального функционала:

1

2

∫︁∫︁
Ω

⎛⎜⎝ ℎ/2∫︁
−ℎ/2

𝜀𝑘 : (𝑎 + 𝑏) : 𝜀𝑘 − 𝑏 : Π
(︀
𝜀𝑘−1

)︀
: 𝜀𝑘 𝑑𝑥3 − 2�⃗��⃗�

⎞⎟⎠ 𝑑𝑥1 𝑑𝑥2−

−
∫︁
Γ

(︂
�⃗��⃗� + 𝑀𝑛

𝜕𝑤

𝜕𝑛

)︂
𝑑𝑠. (5.23)
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Для дальнейшего перехода к методу конечных элементов обозначим
матрицу 𝑎 + 𝑏 как 𝐾 и запишем функционал в перемещениях:

𝐽(�̂�) =
1

2

∫︁∫︁
Ω

⎛⎜⎝ ℎ/2∫︁
−ℎ/2

�̂�𝑇 𝑆𝑇 𝐾 𝑆 �̂�− 𝑏Π
(︀
𝑆 �̂�𝑘−1

)︀
𝑆 �̂� 𝑑 𝑥3 − 2�⃗��̂�

⎞⎟⎠ 𝑑𝑥1 𝑑𝑥2−

−
∫︁
Γ

(︂
�⃗��̂� + 𝑀𝑛

𝜕𝑤

𝜕𝑛

)︂
𝑑𝑠, (5.24)

где �̂� = (𝑢, 𝑣, 𝑤) – вектор перемещений срединной поверхности, 𝑆 – диффе-
ренциальный оператор, связывающий перемещения и деформации, равный⎛⎜⎜⎝

𝜕
𝜕𝑥1

0 −𝑥3
𝜕2

𝜕𝑥2
1

0 𝜕
𝜕𝑥2

−𝑥3
𝜕2

𝜕𝑥2
2

1
2

𝜕
𝜕𝑥2

1
2

𝜕
𝜕𝑥1

−𝑥3
𝜕2

𝜕𝑥1𝜕𝑥2

⎞⎟⎟⎠ .

Такое представление является абстрактным, поскольку применение опера-
тора 𝑆 к матрице жесткости некорректно, но оно удобно для дальнейшего
перехода к разностным операторам, получаемым с помощью метода конеч-
ных элементов.

Для численного решения воспользуемся методом конечных элемен-
тов. В качестве конечного элемента будем использовать треугольный эле-
мент с 24-мя степенями свободы, тремя узлами и следующими величинами

заданными в узлах: 𝑢, 𝑣, 𝑤,
𝜕𝑤

𝜕𝑥
,
𝜕𝑤

𝜕𝑦
,
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
,
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
,
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
.

Построим нерегулярную треугольную сетку в области Ω. Для иско-
мых вводится вектор обобщенных координат 𝑈 размерности 8𝑛, где 𝑛 –
число узлов сетки.
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Перейдем к дискретному аналогу функционала (5.1). Представим ин-
теграл в виде суммы интегралов по всем треугольникам сетки:

𝐽(𝑈) =
𝑚∑︁
𝑙=1

∫︁∫︁
Ω𝑙

ℎ/2∫︁
−ℎ/2

(𝑈𝑘
𝑙 )𝑇𝑆𝑇𝐾𝑆𝑈𝑘

𝑙 −

− 𝑏Π(𝑆𝑈𝑘−1
𝑙 )𝑆𝑈𝑘

𝑙 𝑑𝑥3 − 𝑞𝑙𝑈
𝑘
𝑙 𝑑𝑥1 𝑑𝑥2, (5.25)

где Ω𝑙 — область 𝑙-го конечного элемента, 𝑈𝑙 — локальный вектор обобщен-
ных координат, 𝑆𝑙 – локальная матрица связи перемещений и деформаций,
𝐾 – матрица упругих постоянных, 𝑄 – глобальный вектор обобщенных сил,
верхний индекс 𝑇 означает транспонирование.

Поскольку вычисление оператора проектора зависит от 𝑥3, матрица
жесткости зависит от текущей деформации пластины, поэтому интеграл
по толщине пластины также вычисляется численно и в зависимости от то-
го находится каждый слой пластины в состоянии сжатия или растяжения
происходит учет дополнительной жесткости с помощью оператора проек-
тора.

Компоненты тензора деформаций с предыдущего шага 𝜀𝑘−1 восста-
навливаются по значениями вектора обобщенных координат, полученных
на предыдущем шаге.

Также была решена задача деформации пластины жестким штампом
с использованием описанной в этой главе модели. Напомним постановку
задачи изгиба пластины жестким штампом. Воздействие штампа модели-
руется с помощью ограничения в виде неравенства

𝑤(𝑥1, 𝑥2) ≥ 𝜙(𝑥1,𝑥2), (5.26)

где 𝑤(𝑥1, 𝑥2) перемещение по оси 𝑥3 срединной поверхности пластины, а
функция 𝜙(𝑥1,𝑥2) задает форму штампа. Для получения перемещений, ре-
шим задачу минимизации функционала (5.3) с главными краевыми усло-
виями (5.4) и ограничением (5.26). Воспользуемся методом множителей
Лагранжа и выпишем Лагранжиан в виде суммы интегралов по элементам
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сетки:

𝐽(𝑈) =
𝑚∑︁
𝑙=1

∫︁∫︁
Ω𝑙

ℎ/2∫︁
−ℎ/2

(︀
(𝑈𝑙)

𝑇𝑆𝑇𝐾𝑆𝑈𝑙 − 𝑏Π(𝑆𝑈𝑘−1
𝑙 )𝑆𝑈𝑙

)︀
𝑑𝑥3−

−𝑄𝑙𝑈𝑙 + Λ𝑇 (Φ𝑙 − 𝑈𝑙) 𝑑𝑥1 𝑑𝑥2, (5.27)

где Ω𝑙 — область 𝑙-го конечного элемента, 𝑈 𝑙 — локальный вектор обобщен-
ных координат, 𝑆𝑙 – локальная матрица связи перемещений и деформаций,
𝐾 – матрица упругих постоянных, 𝑄 – глобальный вектор обобщенных сил,
Λ – вектор множителей Лагранжа, Φ – вектор значений функции опреде-
ляющей форму штампа с элементами Φ𝑖 = 𝜙(𝑥𝑖, 𝑦𝑖), верхний индекс 𝑇

означает транспонирование. Корректность этой задачи показана в разде-
ле 4.4 с помощью теоремы Куна-Таккера и выполнении условия Слейтера
для 𝑈 и Φ. Опишем алгоритм Удзавы для нахождения седловой точки.
Алгоритм заключается в последовательном вычислении Λ1, 𝑈1,Λ2, 𝑈2, . . . ,
причем 𝑈 𝑖 получаем также итерационным алгоритмом минимизируя функ-
ционал (5.27).

1. Выбирается произвольное начальное приближение Λ0.
2. При фиксированном Λ𝑖 определим 𝑈 𝑖, при котором достигается

минимум Лагранжиана, как решение уравнения:

𝜕𝐿

𝜕𝑈
= 0. (5.28)

Для этого воспользуемся методом начальных напряжений:
(a) Возьмем перемещения 𝑈 0

𝑙 равными нулю.
(b) Получим 𝑈𝑘

𝑙 как решение системы

𝑈𝑇𝑆𝐾𝑆 − 𝑏Π(𝑆𝑈𝑘−1)𝑆 −𝑄𝑙 − Λ = 0. (5.29)

3. Определим Λ𝑖+1 как решение уравнения

𝜕𝐿

𝜕Λ
= 0. (5.30)
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Итерации шага 2 проводятся до выполнения условия max |𝑈𝑘
𝑖 −𝑈𝑘−1

𝑖 | < 𝜖𝑢,
а шагов 2 и 3 до выполнения условия max |Λ𝑘

𝑖 − Λ𝑘−1
𝑖 | < 𝜖Λ, где 𝜖𝑈 и 𝜖Λ

заданные точности.
Преимуществом использования этой модели в задаче деформирова-

ния пластины жестким штампом в сравнении с моделью, описанной в
предыдущей главе, также является возможность задания мембранных уси-
лий, воздействующих на пластину.

5.2 Результаты вычислений

При проведении вычислительных экспериментов были рассмотре-
ны однослойные и двухслойные композитные пластины с толщиной слоев
ℎ = 5 мм. Параметры упругости были взяты для углепластика с объемным
содержанием армирующего углеграфитового волокна

𝐸+
1 = 114, 𝐸−

1 = 57, 𝐸2 = 48, 𝐺 = 3.5 ГПа, 𝜈1 = 0.19, 𝜈2 = 0.02.

В первой серии экспериментов рассматривалось плоское напряжен-
ное состояние пластины. На рисунке 5.1 представлены перемещения по оси
𝑥 для однослойной пластины размером 0.1 × 0.1м. с консольным закреп-
лением по левой стороне и нагружением по правой стороне пластины. Из
рисунка видно, что величина максимального перемещения по оси 𝑥 отли-
чается приблизительно в два раза в зависимости от знака нагружения,
что соответствует отношению модулей упругости при растяжении сжатии
вдоль волокон.

Второй серией вычислительных экспериментов был расчет чистого
изгиба консольно закрепленной по контуру квадратной пластины. Расчеты
проводились для однослойной пластины толщиной 5 мм., размером 0.1 ×
0.1м., на центр которой действовала сосредоточенная сила величиной 3кН.

Проведено сравнение с расчетом, в котором не проводились сдвиг ней-
тральной поверхности и перерасчет с учетом областей растяжения-сжатия.
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а б

Рисунок 5.1 — Перемещение пластины в плоском случае при сжатии (а) и
растяжении (б )

В этом случае пластина считалась более жесткой и прогиб уменьшается.
Результаты вычислительного эксперимента приведены на рисунке 5.2. Про-
гиб пластины при неучете изменения областей растяжения-сжатия соста-
вил 82%.

Рисунок 5.2 — Прогиб пластины без учета и при учете сдвига
нейтральной поверхности

Проведено сравнение с результатами, полученными с помощью про-
граммного комплекса для расчетов методом конечных элементов Abaqus.
Результаты расчета приведены на рисунке 5.3. Поскольку в Abaqus от-
сутствует возможность учета разномодульности, пластина из второй серии
вычислительных экспериментов моделировалась как двухслойный компо-
зит со слоями толщиной 2.5 мм. Величина прогиба составила 76% от про-
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гиба, полученного при расчете, учитывающем разномодульность и сдвиг
нейтральной поверхности.

Рисунок 5.3 — Расчет чистого изгиба пластины в комплексе Abaqus

Рисунок 5.4 — Прогиб консольно-закрепленной пластины под действием
жесткого штампа

В эту серию также входили расчеты деформации пластины жестким
штампом. Пример расчета приведен на рисунке 5.4.

Следующей серией вычислительных экспериментов были расчеты
для пластин под действием систем сил, при которых положение нейтраль-
ной поверхности различается в разных областях пластины или нейтральная
поверхность отсутствует. На рисунке 5.5 показан график и линии уровня
прогиба для консольно закрепленной однослойной пластины под действием
двух сил. Для моделирования была выбрана однослойная пластина, толщи-
ной 5 мм., размером 0.1×0.1м., сосредоточенные силы величиной −30000 Н
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и 30000 Н действуют на пластину в точках (0.025, 0.05) и (0.075, 0.05) со-
ответственно.

Рисунок 5.5 — Прогиб консольно-закрепленной пластины под действием
двух сил

Проведено сравнение с расчетом в программном комплексе Abaqus.
Результат расчета приведен на рисунке 5.6. Максимальное значение проги-
ба составило 150%. Такое расхождение объясняется невозможностью учета
сдвига нейтральной поверхности и осреднением изгибных жесткостей в мо-
дели композита, используемой комплексом Abaqus.

Рисунок 5.6 — Расчет прогиба консольно-закрепленной пластины под
действием двух сил в комплексе Abaqus

Другой пример напряженно-деформированного состояния пластины,
при котором положение нейтральной поверхности не постоянно, приведен
на рисунке 5.7. На нем изображен график и линии уровня прогиба одно-
слойной композитной пластины толщиной 5 мм., размером 0.1 × 0.1м. с
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закреплением вдоль прямой 𝑥 = 0.05 под действием двух сосредоточенных
сил в точках (0, 0.05) и (0.1, 0.05). Расчет в системе Abaqus приведен на
рисунке 5.8.

Рисунок 5.7 — Прогиб пластины с закреплением в центре под действием
двух сил

Рисунок 5.8 — Расчет прогиба пластины с закреплением в центре под
действием двух сил в комплексе Abaqus

5.3 Выводы по главе 5

В пятой главе рассматривается напряженно-деформированное состо-
яние композитной пластины под действием произвольной системы сил, при
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которой деформация представляет собой совокупность деформации сре-
динной поверхности и деформаций, возникающих вследствие изгиба пла-
стины. В рассматриваемой постановке отсутствует предположение о суще-
ствовании нейтральной поверхности, что позволяет описывать пластины
под действием более сложных систем нагружения и не ограничивает класс
задач.

На основе результатов предыдущих глав получен функционал упру-
гой энергии с использованием проектора, учитывающий различное сопро-
тивление композита растяжению и сжатию. При помощи метода началь-
ных напряжений составлена схема расчета с использованием итерационной
формулы минимизации функционала упругой энергии на каждом шаге.
Численное решение задачи получено на основе метода конечных элемен-
тов. В качестве конечного элемента использовался треугольный элемент с
тремя узлами и 24-мя степенями свободы.

Описаны серии вычислительных экспериментов, в которых проведе-
ны расчеты для плоского напряженного состояния пластины, чистого из-
гиба, а также расчеты напряженно деформированного состояния пластины
под действием двух сил, при которых нейтральная поверхность не суще-
ствует или ее положение не постоянно по толщине пластины. Проведено
сравнение с результатами полученными с помощью программного комплек-
са для расчетов методом конечных элементов Abaqus.
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Заключение

В рамках работы решены следующие задачи:
1. Предложена и реализована методика идентификации (калибровки)

модуля Юнга волокнистого композитного материала при сжатии
на основе регистрации упругой линии консольно изогнутого тон-
кого стержня в лабораторных условиях, численного решения за-
дачи сильного изгиба с последующим решением обратной задачи
определения цилиндрической жесткости стержня по методу наи-
меньших квадратов. С помощью этой методики показано, что для
углепластиков, применяемых в аэрокосмической промышленности,
модули Юнга при сжатии и при растяжении могут значительно
различаться.

2. Построены новые пространственные определяющие уравнения
упругого композита, по-разному сопротивляющегося растяжению
и сжатию, термодинамическая корректность которых обеспечива-
ется наличием выпуклых потенциалов напряжений и деформаций.
Разработан итерационный алгоритм для численного решения ме-
тодом конечных элементов задач деформирования многослойных
композитных пластин при плоском напряженном состоянии. В за-
даче для пластины с круговым вырезом проведено сравнение ре-
шений с учетом и без учета разносопротивляемости, в результате
которого установлено существенно разное распределение напряже-
ний и деформаций вблизи выреза.

3. Разработаны конечноэлементные алгоритмы для расчета изгиба
слоистых пластин с учетом различия сопротивлений материала
растяжению и сжатию в рамках предположения о существовании
нейтральной плоскости и при произвольном распределении внеш-
них сил и моментов сил. Для демонстрации работоспособности
алгоритмов выполнены методические расчеты серии задач изгиба
пластин под действием системы сосредоточенных сил и контакт-
ных задач изгиба пластин штампами произвольной формы.
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В дальнейшем предложенные методы возможно развивать с целью
учета дополнительных эффектов, возникающих при деформации компози-
та, разработки вязко-упругой модели композитного материала и модели-
рования механизмов разрушения.
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Приложение А

Результаты лабораторных измерений стрелы консольного прогиба
балок

Таблица А.1
Результаты лабораторных измерений стрелы консольного прогиба балок различных длин

Эксперимент 1 2 3 4 5 6 7
𝑙,мм 400 231 200 151 126 111 100
𝑃,Н 0.6 2.4 3.0 5.0 6.0 7.8 9.6
𝑤,мм 239 154 131.5 96.5 82 75 65.5

𝑤𝑐𝑎𝑙𝑐,мм 253 159 135 100 79 70 63
𝛿 0.0585 0.0324 0.0266 0.0362 0.0365 0.066 0.0381
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Приложение Б

Копия свидетельства о регистрации
программы для ЭВМ
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