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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
 

Актуальность темы диссертации определяется насущными потребно-
стями технологической практики в расчетах процессов и итогов операций де-
формирования материалов при производстве изделий требуемых функциональ-
ных свойств. Среди таких свойств выделяется длительная или усталостная 
прочность готовых изделий, формируемая как раз преимущественно процессом 
их изготовления. В ряде промышленных технологий существо технологических 
операций задается интенсивным тепловым воздействием на обрабатываемые 
материалы заготовок. В подобных технологиях для прочностных и деформаци-
онных свойств будущего изделия оказывается принципиально важным устано-
вить возможность возникновения областей пластического течения, оценить ин-
тенсивность протекания процесса необратимого деформирования вместе с 
формирующимися за счет этого температурными напряжениями. Из-за этого 
исключительно важными и необходимыми становятся задачи теории неустано-
вившихся температурных напряжений, включающие в себя не только расчеты 
активного процесса деформирования при нагреве, но и последующего процесса 
разгрузки при остывании. Именно на последнем этапе технологической опера-
ции в изделиях формируются итоговые поля деформаций и напряжений, часто в 
условиях повторных (обратных) пластических течений. Эти деформации и 
напряжения, называемые остаточными, существенно влияют на свойства изде-
лий так, что приходится иногда назначать специальные технологические опе-
рации (отпуск, отжиг) с целью понижения их уровня. 

При повышенных и интенсивно изменяющихся температурах меняются и 
термомеханические свойства обрабатываемого материала. Вслед за изменения-
ми температуры, меняется предел текучести материала. Упругие его модули 
также меняют свои значения с заметными изменениями температуры. Но если 
ранее краевые задачи теории неустановившихся температурных напряжений в 
условиях зависимости предела текучести от температуры рассматривались, то 
упругие модули, например модуль всестороннего сжатия и модуль сдвига, все-
гда в таких задачах полагались постоянными. Здесь откажемся от постоянства 
упругих модулей, считая их зависимыми от температуры. Очевидно, что отказ 
приведет к существенному усложнению математического аппарата теории из-
меняющихся температурных напряжений. Насколько влияет учет изменения 
упругих модулей с температурой на текущие и итоговые распределения темпе-
ратурных напряжений в сравнении со случаем их постоянства? Насколько 
усложнится при таком учете методика расчетов изменяющихся температурных 
напряжений? Ответы на эти и подобные вопросы являются актуальной совре-
менной задачей. 

Степень разработанности темы исследований. Фундаментальные ос-
нования теории термопластичности и, в частности, теории температурных 
напряжений в упругопластических телах были заложены работами известных 
ученых. Среди них В.В. Абрамов, В.П. Багмутов, И.А. Биргер, А.А. Ильюшин, 
В.А. Ломакин, Н.Н. Малинин, Н.П. Морозов, Б.Е. Победря, А.А. Поздеев, Ю.Н. 
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Работнов, Н.Н. Рыкалин, Л.А. Толоконников, Ю.Н. Шевченко, D. Bland,  
B. Boly, R. Hill, W.T. Koiter, H. Parkus, P. Perzyna, A. Sawczuk, J.H. Weiner и 
другие. 

Отдельно следует отметить научную школу Ю.Н. Шевченко (М.Е. Ба-
бешко, Н.И. Загряжский, В.В. Пискун, В.Г. Савченко, Р.Г. Терехов, Н.Н, Тор-
махов и др.), в которой получили развитие различные подходы к учету темпе-
ратурных эффектов при необратимом деформировании. Прежде всего это тер-
мопластичность в рамках деформационной теории пластичности (теории упру-
гопластических процессов), но также рассматривались варианты, основанные 
на теории пластического течения. Свое развитие получили и методы расчетов 
температурных напряжений, включая численные методы. В этой связи отметим 
более современные результаты (А.А. Круглов, А.Д. Петров, П.А. Стеблянко), 
связанные именно с развитием численных методов расчетов задач термопла-
стичности. 

В рамках деформационной теории пластичности А.А. Ильюшина учет 
температурных эффектов посредством различных обобщений теории с целью 
учета в ее определяющих уравнениях разных сторон протекания термодефор-
мационных процессов проводится неоднократно (В.С. Бондарь, Р.А. Васин, 
Ф.У. Еникеев, В.Е. Лошкарев, А.А. Маркин, Р.Р. Мулюков, Ю.И. Няшин,  
П.В. Трусов, L.J. Ebert, Y. Ebisu, Z.G. Wang и др.). В расчетах температурных 
напряжений преимущественно используется метод конечных элементов  
(И.А. Дувидсон, Ю.В. Турыгин), используются также стандартные конечно-
элементные комплексы ANSYS или COSMOS. 

Теория пластического течения для расчетов температурных напряжений, 
особенно неустановившихся, использовалась гораздо реже (С.Е. Александров, 
А.А. Буренин, Е.П. Дац, И.Н. Захаров, Е.В. Ломакин, Е.В. Мурашкин, А.В. Тка-
чева, Г.А. Щербатюк, M. Benqeri, D.R. Bland, U. Gamer, M. Gulqec, A. Kovacs,  
H. Lippmann, W. Mack, Y. Orcan). В ряде работ этих авторов предел текучести 
принимается зависимым линейно или квадратично от температуры. Для расче-
тов используется также приближенные методы, основанные на методе конеч-
ных элементов (A. Kovacs, M. Gulqec).  

Предпринимались и весьма успешные попытки провести математическое 
моделирование с соответствующими расчетами неустановившихся температур-
ных напряжений конкретных технологий, основанных на интенсивном обмене 
теплом деформируемого тела с окружающей средой. Укажем здесь видных 
ученых России, создателей направлений таких исследований и научных школ 
без перечисления их учеников и последователей. Это Н.Н. Рыкалин и Г.Б. Та-
лыпов (сварка), В.П. Багмутов и И.Н. Захаров (формирование слитков и по-
верхностное упрочнение), В.И. Одиноков (деформирование в условиях консо-
лидации металла) В.Г. Лешковцев (операции закалки), М.Д. Тихомиров (литье). 
Им с целью адекватного моделирования технологических процессов необходи-
мо пришлось учитывать наряду с упругими и пластические свойства материа-
лов. 

Использование кусочно-линейных условий пластического течения позво-
лило (А.А. Буренин, Е.П. Дац, А.В. Ткачева) отказаться от приближенных (се-
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точных или конечно-элементных) методов при расчетах операции горячей по-
садки. В этом случае удается получить в условиях зависимости предела текуче-
сти от температуры конечные соотношения, связывающие в каждый рассчиты-
ваемый момент времени напряжения и деформации в материале с распределе-
нием по нему температуры, что позволяет провести расчеты последовательны-
ми шагами по времени. 

В настоящей работе наряду с пределом текучести полагаем зависящими 
от температуры и упругие модули необратимо деформируемого материала. В 
таком случае отмеченных конечных соотношений получить не удается, но от-
казаться от дискретизации расчетных областей возможно. 

Цель работы. В качестве цели диссертации укажем следующее: На при-
мере постановок и решения ряда новых краевых задач теории температурных 
напряжений о расчетах неустановившихся плоских напряженных состояний в 
пластинах при интенсивном локальном тепловом воздействии на них устано-
вить различия как в методах и алгоритмах расчетов, так и в результатах расче-
тов, вызванных учетом либо неучетом температурной зависимости упругих мо-
дулей. 

Обозначенная цель диссертации подразумевает разрешение следующих 
задач исследования: 

Задачи диссертации: 
1. Составить математическую модель несвязанного процесса деформи-

рования материалов за счет интенсивных термомеханических воздействиях на 
них с учетом выраженных их упругопластических свойств и зависимости пре-
дела текучести и упругих модулей от температуры. 

2. Получить конкретные разрешающие системы уравнений, отвечающие 
постановкам конкретных краевых задач в рамках предложенного варианта тео-
рии неустановившихся температурных напряжений. 

3. Установить кусочно-линейное условие пластического течения, не при-
водящее к переопределенности поставленных краевых задач теории темпера-
турных напряжений и позволяющее отказаться от приближенных методов рас-
четов (конечно-элементных, сеточных). 

4. Разработать алгоритм расчетов изменяющихся температурных напря-
жений последовательными шагами по времени, основанный на разрешении на 
каждом шаге расчетов совокупности краевых задач для линейных обыкновен-
ных дифференциальных уравнений и наделенный способностью отслеживать 
моменты времени и места возникновения и исчезновения областей пластиче-
ского течения. 

5. Сравнить результаты расчетов неустановившихся температурных 
напряжений, включая остаточные напряжения, в условиях зависимости предела 
текучести от температуры для случаев, когда упругие модули также зависят от 
изменяющейся температуры либо остаются постоянными. 

Положения, выносимые на защиту: 
1. Постановки и численно-аналитические решения новых задач теории 

неустановившихся температурных напряжений о локальном нагреве пластин, 
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изготовленных из материалов с упругими и пластическими свойствами, преде-
лы текучести которых и упругие модули изменяются с температурой. 

2. Доказательство значимых упрощений в методе расчетов, связанных с 
использованием кусочно-линейного условия пластического течения макси-
мальных приведенных напряжений Ишлинского – Ивлева, в сравнении с глад-
кими условиями пластического течения. При этом решение задач рассмотрен-
ного класса в условиях максимальных касательных напряжений Треска – Сен-
Венана невозможно из-за их переопределенности при учете температурной за-
висимости предела текучести и упругих модулей. 

3. Разработанный алгоритм численно-аналитических расчетов изменяю-
щихся плоских напряженных состояний последовательными шагами по време-
ни с решением на каждом шаге совокупности краевых задач для линейных 
обыкновенных дифференциальных уравнений и его программную реализацию. 

4. Условия возникновения повторных пластических течений при раз-
грузке и остывании пластин и их влияние на итоговые остаточные напряжения. 

5. Результаты сравнения в результатах расчетов текущих и остаточных 
напряжений в случаях, когда упругие модули зависят от температуры либо они 
постоянны.  

Научная новизна результатов диссертации состоит в том, что: 
1. Впервые поставлены и решены численно-аналитически задачи теории 

неустановившихся температурных напряжений об эволюции плоских напря-
женных состояний в упругопластических пластинах при их локальном нагреве 
и последующем остывании, когда наряду с пределом текучести и упругие мо-
дули зависят от температуры. 

2. Показано, что задачи рассмотренного класса, не имеющие своего ре-
шения в рамках условия Треска – Сен-Венана, могут получить свое решение 
при использовании кусочно-линейного условия пластического течения Ишлин-
ского – Ивлева. 

3. Предложен алгоритм численно-аналитических расчетов плоских 
напряженных состояний, вызванных локальным нагревом и последующим 
остыванием упругопластических пластин, последовательными шагами по вре-
мени, наделенный способностью отслеживать места и моменты времени зарож-
дения и исчезновения областей пластического течения, закономерности про-
движения упругопластических границ и границ, разделяющих области течения 
на части, и разработана его программная реализация. 

4. Установлены условия возникновения повторных (обратных) пластиче-
ских течений при разгрузке и остывании пластин и их влияние на уровень и 
распределение остаточных напряжений. 

5. Проведенными расчетами показано, что остаточные напряжения зада-
ются итоговым распределением по пластине пластических деформаций, кото-
рые, в свою очередь, определяющим образом зависят от производимой скоро-
сти нагревания. 

6. Сравнением расчетов с упругими модулями, зависящими от темпера-
туры, и с постоянными их значениями показано, что преимущественно учет за-
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висимостей упругих модулей от температуры приводят к понижению в уровне 
как текущих, так и остаточных температурных напряжений. 

Практическая значимость результатов диссертации продиктована по-
требностями технологической практики в методике расчетов операций, осно-
ванных на интенсивном температурном воздействии (горячая посадка, сварка, 
отпуск, закаливание, формирование слитков металла при остывании и др.). Они 
могут послужить задачам прогнозирования результатов подобных технологиче-
ских операций. 

Степень достоверности результатов диссертации обеспечивается ис-
пользованием классических методов и подходов фундаментальной механики 
деформируемых тел и термодинамики; стандартными методами численных 
расчетов с использованием апробированных вычислительных процедур; тести-
рованием подготовленных программных средств на примерах расчетов, прове-
денных ранее, и на имеющихся аналитических точных решениях. 

Публикации и апробация результатов диссертации. По теме диссерта-
ции опубликовано 9 научных работ, из которых 3 опубликовано в журналах, 
рекомендованных ВАК РФ для публикации научных результатов диссертаци-
онных исследований, 2 в изданиях, проиндексированных в базе научного цити-
рования Scopus. 

Результаты диссертации докладывались и обсуждались на четырех меж-
дународных и четырех Российских научных конференциях: 

1. XLIII Международная молодежная научная конференция «Гагарин-
ские чтения». Москва, 2017 г. (стендовый доклад); 

2. World Academy of Science, Engineering and Technology International 
Journal of Mathematical and Computational Sciences. USA, 2018 г. (устный до-
клад); 

3. 153rd International Conference on Robotics, Aeronautics, Mechanics and 
Mechatronics (ICRAMM). Seoul, South-Korea, 2019 г. (устный доклад); 

4. International Conference on Mechatronics and Mechanical Design (IC-
MMD). Beijing China, 2019 г. (устный доклад); 

5. ВМС ППС2017. Москва, МАИ, 2017г. (стендовый доклад); 
6. II Дальневосточная школа-семинар: Фундаментальная механика в ка-

честве основы совершенствования. Комсомольск-на-Амуре, 2017 г. (устный до-
клад); 

7. Всероссийская конференция молодых ученых-механиков. Сочи, МГУ, 
2018 г. (стендовый доклад); 

8. X Всероссийская конференция по механике деформируемого твердого 
тела. Россия, Самара, 2017 г. (стендовый доклад). 

Диссертация в полном объеме докладывалась на научном семинаре в Ха-
баровском федеральном исследовательском центре (Институт машиноведения и 
металлургии) ДВО РАН под руководством чл.-корр. РАН Буренина Анатолия 
Александровича. 

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, че-
тырех глав основного текста и заключения, изложена на 137 страницах маши-
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нописного текста, включает в себя 30 рисунков и 175 наименований литератур-
ных источников. 

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

Во введении на основе проведенного обзора литературных источников 
формулируется цель предпринимаемого диссертационного исследования, опре-
деляются задачи, которые следует разрешить в соответствии с задаваемой це-
лью. Обсуждаются причины выбора в качестве условий пластического течения 
именно кусочно-линейных условий из-за следующих при этом значительных 
упрощений в алгоритмизации расчетов неустановившихся температурных 
напряжений. Дается краткое описание текста диссертации по главам. 

Первая глава диссертации является, по существу, вводной. В ней пред-
ставляется математическая модель несвязанной теории неустановившихся тем-
пературных напряжений. Расчет распределений температуры предлагается про-
водить за счет решений краевых задач для уравнения теплопроводности 

),,,( 321, xxxtwa
t jj 

 

,                                            (1) 

0

0

T

TT 
 . 

В (1) Т , 0T  – температура текущая и температура свободного состояния 
(комнатная температура); ),,,( 321 xxxtw  – функция, задающая отток тепла от 
нагретого тела; t  – время; ix  – пространственные координаты, индексом после 
запятой обозначена производная по соответствующей независимой переменной 

jx  введенной прямоугольной декартовой системы координат. Краевые условия 

для (1) индивидуальны для каждой из рассмотренных далее задач и обсуждают-
ся вместе с видом функции ),,,( 321 xxxtw  в соответствующем месте. 

Деформируемое тело наделяется упругопластическими свойствами так, 
что полные ije  деформации являются малыми и разделяются на обратимые e

ije  

(упругие) и необратимые p

ije  (пластические) составляющие 

  p

ij

e

ijijjiij eeuue  ,,2

1
.                                                                (2) 

Здесь iu  – компоненты вектора перемещений. Обратимые деформации e

ije  

вместе с температурой T  задают напряжения в теле  

  e

ijij

e

kkij eKTe  23 0  .                                         (3) 
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Зависимости (3), где  ,  , 
3

2
K  – упругие модули,   – коэффи-

циент линейного расширения, называют соотношениями закона Дюамеля – 
Неймана. 

Считается, что необратимые деформации p

ije  изменяются в теле только в 

условиях принадлежности напряженных состояний поверхности нагружения 
  0, kf ij  в пространстве напряжений. Принимаются условия принципа мак-

симума Мизеса со следованием ассоциированного с поверхностью   0,  kf ij , 

где k  – предел текучести, закона пластического течения 

 
ij

ij

p

ij

p

ijp

ij

kf

t

e

dt

de














,

;   0 .                                   (4) 

В диссертации в качестве поверхности нагружения   0,  kf ij  принята 

поверхность наклонной призмы Ивлева в пространстве главных напряжений i  

ki 3

4
max  ,                                                   (5) 

 3213

1

3

1   jj . 

В (5) k  – предел текучести материала деформируемого тела, определен-
ный в опытах на чистый сдвиг. Выбор условия пластического течения (5) дик-
туется упрощениями в математическом аппарате расчетов, включая возможно-
сти получения в простейших случаях точных решений. Еще тем, что с помо-
щью классического кусочно-линейного условия течения максимальных каса-
тельных напряжений (условия Треска – Сен-Венана) получить решения задач 
теории неустановившихся температурных напряжений в упругопластических 
пластинах невозможно; они в таком случае оказываются переопределенными 
как раз из-за зависимости предела текучести от температуры. В условиях также 
кусочно-линейного условия пластичности максимальных приведенных напря-
жений (условий Ишлинского – Ивлева), как показано в диссертации, получить 
решения тех же задач возможно. 

Экспериментальных данных о зависимости предела текучести k  и пара-
метров Ламе   и   от температуры в настоящее время совершенно недоста-
точно. Поэтому, следуя большинству работ, где такая зависимость принимает-
ся, полагаем 

    0EEEE pp  ,                                               (6) 

    05.05.0 vv  , 

  ,2

0 kk   
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vv

vE

211 
 ;      

  

v

E




12
, 

0TT

TT

p

p




 . 

Здесь 0E , 0v , 0k  – значения модуля Юнга, коэффициента Пуассона и пре-
дела текучести при температуре 0T  свободного состояния,  E ,   ,  k  – их 
текущие значения, pE  – значение модуля Юнга при температуре, приближаю-

щейся к температуре плавления pT . 

Вторая глава диссертации посвящена решению простейших задач тео-
рии неустановившихся температурных напряжений, возникающих в бесконеч-
но длинной пластине шириной s2  за счет ее нагрева по средней по ширине ли-
нии. В системе прямоугольных координат ( yx, ) на пластине ее геометрия зада-
ется неравенствами: sxs  ;  y . Нагрев происходит по линии 0x  
с постоянной скоростью V . В соответствии с этим имеем температурную зада-
чу 

 )(,, xa xxt  ,                                                  (7) 

1)0,(
0

 t
T

V
t ;   0, 

 sxx
 ;   0),0( x . 

Согласно граничным условиям (7) оттоком тепла от кромок пластины 
пренебрегается, а отток тепла от поверхности пластины в окружающую среду 
задается выбором функции )(x  . Зададим ее в виде  21

*1 xe   , 
где  , * , и   опытно задаваемые постоянные. Такой выбор позволяет учесть 
теплоизоляционные свойства флюса в автоматической сварке под флюсом, 
приближая постановку задачи к модельной, практически важной задаче автома-
тической сварки. 

Механическая часть задачи, в которой по рассчитанным решением темпе-
ратурной задачи (7) распределению температуры следует рассчитать деформа-
ции и напряжения в материале пластины, состоит в решении краевой задачи 
для уравнения равновесия, дополненного соотношениями (2) – (5). В качестве 
граничных условий принимается, что   00, tux  и   0, stx  (кромки пласти-
ны свободны от напряжений) или   0, stux  (кромки жестко закреплены) Рас-
смотрим сначала первый из этих случаев. Симметрия задачи позволяет рас-
сматривать половину sx 0  пластины. 
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Рисунок 1 

 

С началом нагрева материал пластины деформируется обратимо (термо-
упруго). На Рисунке 1 представлена последовательная схема возникновения 
пластических течений в материале пластины. Первоначально обратимое де-
формирование (Рисунок 1,а)) происходит в условиях, когда только одно напря-
жение отлично от нуля 

   0

13 TTy   ;   0 zx  .                                (8) 

С ростом температуры данное напряжение растет и в момент времени 
01  tt  достигает поверхности нагружения.  

 
Рисунок 2 
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На Рисунке 2 представлено сечение плоскостью 0z  наклонной приз-
мы Ивлева (5) в пространстве главных напряжений zyx  ,, . Расчеты показы-

вают, что впервые условия пластического течения kyx 42    ( ky 2  при 

0x ) выполняется на линии нагрева 0x . Здесь зарождается упругопласти-
ческая граница  tnx 1 , которая в своем продвижении оставляет за собой об-
ласть пластического течения  tnx 10   (Рисунок 1,б)). В этой области 

0 zx  ;    xky 2 ,                                           (9) 

   
        02

1

3
TxTxk

xKx

xx
ee p

z

p

x 


 



;   p

x

p

y ee 2 . 

Деформирование в таком виде (Рисунок 1,б)) продолжается до отвода ис-
точника нагревания. После этого рост уровня деформаций замедляется и в не-
который момент времени 12 ttt   на линии 0x  зарождается разгружающая 
упругопластическая граница  tmx 1 . В своем продвижении по пластине дан-
ная граница оставляет за собой область обратимого деформирования 

 tmx 10   (Рисунок 1,в)). Отличие последней от области обратимого дефор-
мирования   sxtn 1  заключается в том, что в ней уже присутствуют, не ме-
няясь со временем, необратимые деформации, зависящие от пространственной 
координаты x . Эта зависимость определяется моментом прихода на линию с 
координатой x  разгружающей упругопластической границы  tmx 1 . Иначе, 

   ,xexp p

xx  , где  x   – момент прихода в точку с координатой x  упруго-
пластической границы  1mx  . 

Алгоритм и программный модуль, созданные в процессе работы над дис-
сертацией, наделены способностью формировать массивы данных о распреде-
лениях неизменяющихся со временем необратимых деформациях и использо-
вать их в последующих расчетах. Далее на этом останавливаться не будем не-
смотря на то, что подобные ситуации будут встречаться постоянно.  

В области  tmx 10   напряжение уже зависит от распределения нако-
пившихся необратимых деформаций. В каждый момент времени справедливо 
состояние 

   
         

      0

33
TxT

xx

xKx
xp

xx

xKx
yy 











 .                        (10) 

Продолжая расчеты, замечаем, что на линии 0x  снова выполнилось 
условие пластического течения, но в иной форме: ky 2 . Поменялся знак пра-

вой части; это противоположная грань призмы Ивлева (Рисунок 2). Такое пла-
стическое течение при общей разгрузке пластины в условиях остывания назы-
вают повторным (обратным) пластическим течением. В рассматриваемом слу-
чае оно развивается в области  tnx 20   за нагружающей упругопластиче-
ской границей  tnx 2  (Рисунок 1,г)). Накопленные ранее при активном пла-
стическом течении необратимые деформации теперь становятся начальными 
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условиями их дальнейшего изменения в рамках повторного пластического те-
чения. 

     
          xpTtxTtxk

txKtx

txtx
txe x

p

x 


 0,
2

1
,

,,2

,,
, 




,                   (11) 

p

z

p

x ee  ;   p

x

p

y ee 2 ;   e

y

p

y ee  . 

Упругопластическая граница  tnx 2 , быстро продвигаясь по пластине, 
поглощает не только область обратимого деформирования    tmxtn 12  , но и 
область активного пластического течения    tnxtm 11   (Рисунок 1, д)). Даль-
нейшее остывание приводит к возникновению новой разгружающей упругопла-
стической границы  tmx 2  на линии 0x . В расчетах возникшей вследствие 
этого новой области обратимого деформирования  tmx 20   (Рисунок 1, е)) 
теперь следует учитывать произведенные необратимые деформации как в обла-
сти активного, так и повторного пластических течений. Заметим, что остаточ-
ное напряжение определяется уровнем и распределением накопленных пласти-
ческих деформаций 

 xp
K

yy 




3

.                                                 (12) 

Здесь  ,  , K  постоянные и равны начальным своим значениям в усло-
виях начального свободного состояния. Они могут быть другими, если в про-
цессе повторного пластического течения задавать их изменение зависимостями, 
отличными от (6). 

Отличие от рассмотренного случая при жестком закреплении кромок пла-
стины заключается не только в том, что теперь 0 constx , но и в изменени-
ях при возникновении областей пластического течения (Рисунок 3). В этом 
случае как область активного пластического течения, так и область повторного 
разделяются на части посредством перехода течений с одной грани поверхно-
сти нагружения на соседнюю, не задерживаясь на ребре. Показано, что в усло-
виях плоского напряженного состояния пластическое течение в соответствии 
напряжений ребру поверхности нагружения не осуществляется. Это важно, так 
как в условиях плоских деформированных состояний такое пластическое тече-
ние происходит. 

Проведено сравнение расчетных значений текущих и остаточных напря-
жений в зависимости от скорости нагревания и от учета зависимости упругих 
модулей от температуры. Таким способом показано, что при зависимости упру-
гих модулей от температуры происходит понижение в уровне температурных 
напряжений. Последний определяется принимаемой максимальной температу-
рой нагрева, а скорость нагрева влияет только на размер области в окрестности 
линии нагрева, где температурные напряжения значительны. 
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Рисунок 3 

 

Третья глава диссертации посвящается расчетам неустановившихся 
температурных напряжений в круглой пластине. Рассмотрены две задачи тео-
рии температурных напряжений. В первой из них круглая Rr   пластина 
нагревается по центральной области Rrr 2,00  ; во второй по линии 

RRr  0 .  
В используемой цилиндрической системе координат ( r ,  , z ) имеем уравнение 
теплопроводности  

   
rrt ra

,,, .                                                 (13) 

Коэффициент теплоотдачи   здесь считается постоянным. 
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Рассмотрим первую из обозначенных задач. Начальные и граничные 
условия для (13) принимаем в виде: при *tt   – момент прекращения нагрева-
ния 

  00, r ;     1,
0

0  t
T

b
trr ;      tRr ,, ,                         (14) 

при *tt   
  **0 ,   trr ;      rhtRrr  *0 , ;      tRr ,, .                   (15) 

Здесь *  известное (задаваемое) значение максимальной температуры 
нагрева,  rh  – рассчитанное распределение температуры в момент *tt   отвода 
источника нагревания. 

 

 
Рисунок 4 

 

Расчетами, алгоритм которых укажем ниже, установлено, что деформиро-
вание пластины происходит согласно схеме (Рисунок 4) появления и исчезно-
вения областей пластического течения. Там же указаны условия, при которых 
происходит течение. Они соответствуют принадлежности отрезкам прямых ше-
стиугольника (Рисунок 5), являющегося пересечением призмы Ивлева (5) в 
пространстве главных напряжений r ,   z  с плоскостью 0z . 



16 
 

 
Рисунок 5 

 

Согласно схеме (Рисунок 4) первоначально пластина деформируется об-
ратимо (Рисунок 4, а)), пластическое течение начинается при 0r  в момент 
времени 01  tt . Область пластического течения  tnr 0  развивается (Ри-
сунок 4, б)) посредством продвижения упругопластической границы  tnr   
(направления движения границ указаны стрелками) до момента времени *tt  , 
когда внешний источник тепла отводится. В момент отвода *2 ttt   зарожда-
ется разгружающая упругопластическая граница  tmr  , быстрое продвиже-
ние которой приводит к исчезновению области необратимого деформирования 
(Рисунок 4, г)) в момент времени *23 tttt  . Но в некоторый последующий 
момент времени 4tt  , в том примерно месте, где остановилась упругопласти-
ческая граница  tnr   зарождается повторное пластическое течение в продол-
жающей остывать пластине. Замечаем, что это не противоположная грань 
призмы Ивлева, как было ранее, но и не соседняя. Продвигаясь в противопо-
ложных направлениях, рожденные таким способом упругопластические грани-
цы  thr   и  tgr   (Рисунок 4, д)), при дальнейшем остывании пластины 
останавливаются и меняют направление своего движения схлопывая область 
повторного пластического течения (Рисунок 4, е)). Обратимое деформирование 
продолжается до выравнивания температуры по пластине. 

Во всех таких областях обратимого деформирования и областях пласти-
ческого течения уравнение равновесия 

  01

,  
 rrr r ,                                            (16) 

с использованием соотношений, следующих из закона Дюамеля – Неймана и 
ассоциированного закона пластического течения удается записать относитель-
но перемещения ru  в форме 

0,,   rrrrrr uuu .                                         (17) 
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Коэффициенты этого уравнения и его свободный член являются при 
найденном распределении температуры в каждый рассматриваемый момент 
времени  r   также функциями пространственной координаты r . Следова-
тельно, в любой рассчитываемый момент времени (17) является линейным 
обыкновенным дифференциальным уравнением. Только в каждой из рассчиты-
ваемых областей деформирования и коэффициенты  ,  ,   и свободный член 
  различны. Здесь они не выписываются. При этом следует учитывать при за-
писи (17) накопленные и неизменяющиеся пластические деформации  rpr , 

 rp ,  rpz . Расчеты проводились таким образом, что на каждом последова-

тельном временном шаге решались все уравнения вида (17) для имеющихся об-
ластей деформирования с опорой на граничные условия и условия на распро-
страняющихся в этот момент времени упругопластических границах. 

В качестве граничных условий принималось:   0,0 tur ;   0, tRr . На 
упругопластических границах отслеживалась принадлежность напряжений по-
верхности нагружения и непрерывность перемещения ru . 

Задача локального по окружности 0Rr   круглого 0RRr   диска с од-
ной стороны является более простой, поскольку в этом случае не возникает по-
вторного пластического течения, но и более сложной из-за того, что пластиче-
ская область делится на части, где пластическое течение подчинено разным 
уравнениям. Разные такие уравнения из-за того, что напряженные состояния 
подчинены разным граням поверхности нагружения. Показывается, что пере-
мещение ru , следуя уравнению равновесия (16), удовлетворяет обыкновенным 
дифференциальным уравнениям вида (17), поэтому нет препятствий в расчетах 
по тому же алгоритму. Установлено, что в такой задаче исключено пластиче-
ское течение в соответствии напряженных состояний ребрам кусочно-линейной 
поверхности нагружения; осуществляется мгновенный переход с одной грани 
на соседнюю. 

В обеих рассмотренных задачах решение в рамках условия пластического 
течения максимальных касательных напряжений (Треска – Сен-Венана) полу-
чить невозможно. Из-за зависимости предела текучести и упругих модулей от 
температуры они оказываются переопределенными; не находится напряжений 
одновременно удовлетворяющих и уравнению равновесия и условиям макси-
мальных касательных напряжений. Но задачи благополучно разрешаются в 
рамках условий пластического течения максимальных приведенных напряже-
ний (условий Ишлинского – Ивлева). 

Вследствие того, что задачи настоящей главы не рассматривались ранее в 
рамках постоянных упругих модулей, параллельно для целей сравнения реша-
ются и такие задачи. В таком случае уравнения типа (17) интегрируются и сле-
дуют конечные соотношения, связывающие в каждый рассчитываемый момент 
времени температурные напряжения с распределением по пластине температу-
ры, что, безусловно, упрощает алгоритм и программы расчетов. Сравнение ре-
зультатов расчетов показывает, что учет зависимости упругих модулей от тем-
пературы заметно изменяет распределение как текущих, так и остаточных 



18 
 

напряжений. В работе это проиллюстрировано серией графических зависимо-
стей, что из ограниченного объема автореферата здесь не удалось. 

В четвертой главе диссертации рассмотрена задача о запрессовывании 
горячей посадкой центрального отверстия в круглом диске. Сначала диск разо-
гревается подводом тепла к кромке его отверстия 1Rr  , так что   qtRTt ,1, , 

при граничном    02, , TtRTr   и начальном условии   00, TrT     00, r . 

После того как диск разогреется до нужной температуры в отверстие вставляет-
ся круглый  1Rr   холодный диск. Температурная задача далее решается при 

условиях:    tRTtRT ,, 1

)2(

1

)1(  ;    tRTtRT rr ,, 1

)2(

,21

)1(

,1   . Здесь 1 , 2  – коэф-

фициенты теплопроводности диска и вставки соответственно. 
Решение температурной и механической задач проводятся согласно опи-

санным здесь подходам последовательными шагами по времени. Новых осо-
бенностей в методе расчетов и повторных пластических решений здесь не воз-
никает. Приведем распределение возникших остаточных напряжений по сборке 
(Рисунок 6), где принято 1,021 RR  , значения иных постоянных те же, что и 
ранее. Изменение их не влияет на качественные характеристики зависимостей. 

 

 
Рисунок 6 

 

Учет зависимостей упругих модулей от температуры сказывается на по-
нижении в уровне текущих и остаточных напряжений в сборке и, следователь-
но, понижает натяг в ней. Уровень остаточных напряжений и натяг в сборке 
существенно снижается, если не изменять значения упругих модулей и предела 
текучести при остывании сборки. 
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ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ 

В настоящей диссертационной работе: 
- приведены постановки новых краевых задач теории неустановившихся 

температурных напряжений в случае, когда такие напряженные состояния яв-
ляются плоскими, а предел текучести и упругие модули упругопластических 
материалов зависят от температуры; 

- показана переопределенность задач рассмотренного класса при выборе 
условия пластичности максимальных касательных напряжений Треска – Сен-
Венана и, следовательно, невозможность в таком случае получить решения, то-
гда как при условии пластичности максимальных приведенных напряжений 
Ишлинского – Ивлева разрешить данные задачи удается; 

- разработан и подробно описан алгоритм расчетов изменяющихся темпе-
ратурных напряжений, вызванных локальным нагревом пластин, в соответ-
ствии с которым создан программный модуль расчетов, наделенный способно-
стью отслеживать моменты времени и места возникающих областей пластиче-
ского течения, формировать массивы произведенных и далее неизменяющихся 
необратимых деформаций и встраивать их в дальнейшие процедуры расчетов 
деформирования; 

- показано, что коренным отличием в методе расчетов неустановившихся 
температурных напряжений в случае учета зависимости упругих модулей от 
температуры от случая, когда они постоянны, состоит в том, что в рассмотрен-
ном случае приходится на каждом временном шаге расчетов разрешать краевые 
задачи для линейных обыкновенных дифференциальных уравнений в то время 
как при постоянных упругих модулях имеем конечные соотношения, связыва-
ющие напряжения и перемещения с распределением температуры; 

- расчетами с помощью последовательных шагов по времени вычисляют-
ся распределения температуры по пластинам, обратимых и необратимых де-
формаций в них и температурных напряжений в каждый рассчитываемый мо-
мент времени, включая остаточные напряжения и деформации при полном 
остывании пластин после локальных тепловых воздействий на них; 

- отмечены условия возникновения повторных пластических течений там, 
где они возможны, и рассчитаны производимые в них пластические деформа-
ции с указанием их влияния на итоговое распределение напряжений; 

- установлено, что учет зависимости упругих модулей от температуры 
приводит к понижению в уровне как текущих температурных напряжений, так 
и остаточных. 
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